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Preambulo

Esta colectanea de problemas resulta da experiéncia doesint docéncia da disciplina de Electro-
magnetismo e Optica no mestrado integrado de Electrotec@amputadores, no Instituto Superior
Técnico ao longo de varios anos. O conjunto de problemasappsentado, bene ciou do traba-
Iho de inimeros colegas, quer pela contribuicdo direct gatisciplina em causa, quer pela via
de problemas herdados. A todos devotamos 0s nossos agradies. Adicionalmente, destaca-
mos também a contribuicdo dos alunos para esta colectangeodkemas, quer pelo apontar de
incorrecgcdes ou incongruéncias quer pelo estimulo queindesdb para a sua execucao.

A colectanea de problemas encontra-se dividida em vapdsilos. Nestes, faz-se uma breve
introducao tedrica que pretende resumir a matéria nedass&esolucdo dos problemas propostos.
Segue-se um conjunto de exercicios resolvidos que praendm guia da metodologia a seguir na
resolucéo dos exercicios propostos. Por ultimo, todosobepnas apresentados possuem solucdes.

Este documento encontra-se ainda a ser trabalhado, nommesda no que respeita as intro-
ducdes tedricas de alguns dos capitulos. No entanto e agegarovisorio, achamos util a sua
disponibilizacdo aos alunos. Resta o desejo de que eleacampbjectivos de permitir uma melhor
assimilacdo dos contetidos ensinados na disciplina deoRlaghetismo e Optica.

Lisboa, 16 de Dezembro de 2009

Fernando Carvalho Barao
Luis Filipe Mendes
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Constantes Fisicas

massa do electrao me
massa do protéo mp
carga elementar e

permitividade eléctrica do vacuo
permitividade magnética do vacuo;®
constante de Planck h

namero de Avogadro N a

velocidade da luz no vacuo C

9;10 10 3 kg
1;67 10 %7 kg

1:6
9

10 ¥ C
10° N.n?.C 2

10 " N.A 2

6:6

10 34 Js

6;022 10%

3

108 m.s !






Formulario matematico

‘ Formulario de Matematica para Electromagnetismo e Optica, MEEC (2008-2013)
Algumas Primitivas
z dx _ 1 X z xdx .1
(x2+ b)32 b XxZ+ b (x2 + b)3=2 "XZ+ b
z z
xdx —px2+b pL—In X+ X2+ b
X2+ b X2+ b
dx 1 X

X(x + a) an(x+a)

Para o célculo analitico de integrais pode ser consultado ormdereco web: http://integrals.wolfram.com

Coordenadas cartesianas (Xx;y;z )

d = dxux + dyty + dzb;
dS = dxdy
dv = dxdydz

Fp- @F @F @F
@x @y @z
- OA= @A, @A | @A
@x @y @z
roA= Q;Q;@ (Ax;Ay AZ)
@x @y @z

Coordenadas polares (r; )

d = dre + rd o
dS = rdrd

Coordenadas cilindricas (r, , z)

d = dre + rd o
dvV = rdrd dz
Fp - @F10@F @F
@rr @ @z
Fog- LGUAD  1@A L OA
r@r r @ @z

+ dz o,

A= 1@A @A by + @A A " 1@rA ) 1@eA o,
r @ @z @z @r r @r r @
Coordenadas esféricas (r; ; )
d“=dreg+rdue +rsendu
dv = r?drsen d d
FE = @F. 1 @F. 1 @F
T @r'r @ 'rsen @
For- L@ r2A, + ! Q(senA )+ 1 @
r2 @r rsen @ rsen @
- A= 1 @senA ) @senA ) - 1 1 @A @rA ) N 1 QrA )
rsen @ @ r sen @ @r r @r
Teorema da Divergéncia
z |
r Adv = A nrdS
v

@A
@

t



Teorema da Stokes

4 |

r A dsS= A d~
s

Identidades vectoriais
r (K B)=B (r A) A (r B)

r (r A)=0
roo(r A)=r((r A)r 2K

F.Barao, L.F.Mendes Dep. de Fisica, IST|
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Formulario de Electromagnetismo e
Optica

Formulario de Electromagnetismo e Optica, MEEC (2008-2013




Electrostéatica Magnetostatica

z

1 q Id~ o
E= -—— —u = 0 r
4" or? ' B 4 r2
1
=9 10°N:m 2.c ? 2210 "H=m
‘Il" 0 4
E d~= dF = 10~ B
r E-0 B mrdS =0
| z s
D mrdS = iv  dv r|~ B =0 7
° Y d ds
A T = J n
|T D= 7 s
P rRdS = pol dv r B=7J
S B = oM+ H)
pol = r P
B= o+ m)A= H
pol = P Rext I
Z Ref M d~= Iy RdS
p = E d~ S
P IJmv = Y8
E = r 0
‘TM = M R ext
D=P+"FE
D="9g(1+ g)E="E Interacgdo de particulas e campos
Q=Cv
U 1 X F=q E+v B
E = 5 | qi i
1 Campos variaveis e inducao
ug = —-"E?
2 [ g2
= E d~= — B nrdS
Ue v Ug dv dt g
du
F’S = E ts r‘ = @
ds @t
. o i = Lili + Myl
Corrente eléctrica estacionaria 1 X
U = - s
M 2 . ili
J = Ngv i
2
F= _cE uy = B°
2 3
| = J rdS
S Um = Uy dv
v
p= J E 7 dUM
d F‘S - d S
Fomds = v [ Sz z
s v H d~= J RdS + — D rdS
N = d S S
dt
r~ H=J+ @
. @t
Ondas electromagnéticas Optica
S=E H nisen i = nzsen
_ -~ _E B tg g = n2
"TTTE B ni
E interferéncia entre fendas
g~ dsen max = m
1
V= p = dsen min = m +W (m0 N e par)
U= Ug + Uy difracgéo
| = DS HE aseN min = m
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Capitulo 1

Capitulo 1

Electrostatica

1.1 Introducao

A interaccdo electromagnética, uma das quatro interacch@sdamentais da Na-
tureza, esta associada a presenca de cargas eléctricas.istérsia de interaccbe
traduz-se no aparecimento de forgas a actuar os corpos. Agrqdorcas sao aforca

gravitica, que rege o movimentos dos planetas por exemplfprea fraca, respon-
savel pelas desintegracdes radioactivafgraa electromagnética , que é dominante
ao nivel atémico (ligagbes quimicas) efarca forte, responsavel pela coesao d

Interaccdes

D

ndcleos onde existem protdes a repelir-se electromagaegnte.

Tal como foi experimentalmente constatado por Coulomb en84,7a forca entre
duas cargas eléctrica®; e Q. separadas por uma distanciaé proporcional ao
produto das carga®; Q», inversamente proporcional ao quadrado da distancia
e a sua direccdo encontra-se ao longo da linha que une as cgugas

1 Q1Q:2 _ 1 Q:10Q:
4", r2 " 4v, 13

F= r (1.1)

O vector + aponta da cargaQ; para a cargaQ, no caso de se querer

forca aplicada pela cargd sobre a2, ou vice-versa no caso contrério.

factor ﬁ aparece devido ao sistem&!| de unidades escolhido (MKSA

onde a carga se expressa eB@oulomb (C) e a distdncia emmetros (m) .

Esta lei experimental é a lei fundamental da electrostativa sentido em que

Lei de Coulomb

as outras leis sao dela derivadas.

A constante", € conhecida coma@onstante dieléctrica ou permitividade do
vacuo. O seu valor poderia ser determinado a partir da mexliga for¢a entre

duas cargas pontuais colocadas a uma distancia conhecida, iss0 ndo é pratico,

Podemos mais facilmente fazer a sua determinagéo expetaharpartir da medida
da capacidade de um condensador, como se vera mais adiante.

"o = 8;8542 10 2 [Fim 1]

4" : ! [F:m 1]
0 9 109 '

F.Bardo, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)
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Capitulo 1

Quando existem mais que duas cargas, a forca total sentidaupea das cargag)

resulta da soma vectorial das for¢as aplicadas por cada uasacargas existentes g

sua voltaQ; (principio da sobreposi¢éo):

1 1
F o= Fi+Fa+ Fa+ = = Q?lur1+—.. —Q?Z ot
X 1 Qi
= — — . 1.2
Q 4" Oriz i ( )

Principio da Sobreposicéo

E util passar da ideia de forca eléctrica entre cargas paragéo de campo eléctricb Campo Eléctrico

produzido por cargas. Admitamos que uma carga de teste @steriaQo colocada

numa dada regido do espaco sente uma foR;alaqui o facto da carga estar em
repouso € importante porque evita a existéncia da forca nééiga como se vera

mais adiante). Pode-se entdo armar que nessa regido do gs@xiste um campd
eléctrico de nido por:

F 1 1
E=— [Vm ] [N:C -] (1.3)
Qo
As cargas eléctricas sdo pois as responsaveis pela exst@gmcampo eléctrico. O
campo eléctrico produzido por uma car@y situada a distancia da carga de teste
€ entdo dado por:

1 Q
Ei= —— 1.4
el (1.4)
Um conjunto de cargas pontuaisQi; Qz; ; Qi colocadas a distancia
ri;ro; ;ri de um pontoP produzirdo o seguinte campo eléctrico, obtido|a
partir do principio da sobreposicéo:
1 Q1 Q2 1 X Qi
E = - — br, —Zurz + = —ZIUri (15)
4" o rf rs 4" o oo

A visualizacdo do campo elétrico pode ser feita recorrendone representacag
gra ca com linhas de campo, inventada por Faraday. Estabdim sdo desenhads
de forma a que em cada ponto o campo eléctrico seja tangentatalde campo.
S&o também chamadas linhas de forca uma vez que uma cargasie ¢telocada
numa linha de campo, sentird uma forga também tangente adinA representagad
gra ca do campo eléctrico permite-nos ter quer uma visdo dagmitude do campo,
através da densidade de linhas de campo, quer uma visao daliseecdo, através
da orientagéo das linhas. As linhas aproximam-se em regi@gsampo mais intens
e afastam-se em regibes onde o campo seja menor.

Linhas de Campo

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)



Capitulo 1

Quando a carga eléctrica se distribui de forma continuaa &) longo de um o (
[C.m 1]), de uma superficie ( [C.m 2]) ou de um volume ( [C.m 2]), o campo
eléctrico pode ser calculado dividindo a carga em pequelesaentosdq. Cada um
destes elementos de carga, a distancide um pontoP, produz um campo eléctricg
in nitesimal nesse ponto:

dE = ———t 1.6
il (16)

Para se obter o campo eléctrico total no ponk, devem ser adicionados vectorig

mente 0s campos eléctricos in nitBsimaidE) g{iados por todos os elementos d
cargadq (isto é, integrados):E = , dE; ! dE.
1 z dg
E= — —t com : dg= dx; dS; dv a.7)
4" 5 r2

A simplicidade da resolugcéo de problemas com distribuig@tioua de cargas pass
por uma escolha criteriosa do sistema de coordenadas a ussrde nicdes das
distancias e carga.

Como a forca electrostatica sé depende da posicdo, o campctrektatico € do
tipo conservativo. Isto pode ser facilmente veri cado adémdo o trabalho da forgs
eléctrica que uma carga Q realiza sobre uma carga de testeQo num caminho
fechado:

! ! Q 1 Q %P

4“0[‘2 4"opr2

w

I
T
o

v
I
)
o

I
O
o

Q 1"
r

hv)

O principio da sobreposi¢cdo permite-nos generalizar estclasdo para o camp
electrostatico criado por um conjunto arbitrario de cargasssim para um caminhg
macroscopico fechado podemos escrever,

e localmente (em cada ponto do espaco), utilizando o teorateaStokes,
r E=0

E precisamente o facto de o campo electrostatico ser coramy que nos permitird
falar de energia potencial electrostatica e de potenciat#ico.

A energia potencial electrostatica associada a um sistemaargas eléctricas cor
responde ao trabalho realizado para o constituir. Consele habitualmente que a
cargas sao trazidas do in nito. Nesta situagdo nao ha inter@o entre as cargas €
portanto, a energia potencial electrostética é nula. No&mib, a escolha do in nito
como ponto de reféncia € arbitréria, isto é, pode-se esaoilve outro ponto do
espaco e ai considerar a energia potencial nula. Em ternsaf o que € relevant
€ a variacdo da energia potencial do sistema.

Distribui¢do continua de

carga
P
?’
dg
l-
e
a

Campo conservativo

D

Energia Potencial

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)



Capitulo 1

Comecemos por considerar uma carga pontual estacionér@; colocada num
regido livre de campo eléctrico. Esta pode ser deslocaddedegponto de referénci
sem necessidade de aplicar uma forga. A sua energia el&iczsé portanto nula.
Uma segunda carga; Q», é trazida até um pontd® a uma distanciap da primeira.
Neste caso foi necessario vencer a for¢a de repulséo etestatre as cargas e aplicar
uma forca contréaria a forca eléctricB, = Q2E. A energia do sistema de dugs
cargas corresponde entdo a energia gasta para trazer a siegeerga desde in nito:

Zp

Ug = W = F d~= -
0 4" ¢

Z,,
Q1Q2 (:_rz_+ Qs Qi 1 (1.8)

4" olp

A expressdo da energia potencial associada ao sistema de cargas dada pela Potencial eléctrico
expressdo 1.8 pode ser escrita em termos de um potencidriet&c criado pela
cargaQ; e da cargaQs:

Ue = Q2 (1.9)

Assim, em geral, o potencial eléctrico num dado poftalo espaco corresponde go
trabalho (por unidade de carga) que teria que ser realizadtaprazer uma cargg
até ai desde um ponto de referéncia:

z P z Ref
p = E d~= E d~ (1.10)
Ref P
O ponto de referéncia do potencial € o ponto onde se consiqameste se anula
( (Ref ) =0). Para cargas pontuais ou localizadas em regifes nitas dpago,

a escolha do ininito como ponto de referéncia é convenierdeescolha de unm
outro ponto implicaria o aparecimento de uma constante naressao do potencial.

O potencial eléctrico num pontd® a uma distanciar de uma carga pontua
Q é dado por:
z 1 z 1
1 1
p = E dT= —0 %dr = -
r r 4 of 4 0
1 Q

4" or

= | B
[

Q (1.11)

-

Da mesma forma que para o campo eléctrico, se tivermos umiilnliscéo de car-
gas discreta ou continua, aplicaremos o principio da sols&@o para se obter 0
potencial eléctrico:

z
X 1 d
S = o - A (1.12)
i 4" g r
A diferenca de potencial entre dois pontdse B é dada por: Diferen¢a de Potencial
Vas A B
Z Ref Z Ref
= E d~ E d~
B
ZARef VA B
= E d~+ E d~
A Ref

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)



Capitulo 1

VAB = E d~ (113)

Note-se que a escolha do ponto de referéncia nao é relevami& wez que nag
contribui para a diferenca de potencial.

Tendo em conta a de nicdo de diferenga de potencial entresdqmontosA e B,
z B z B z B d
E d~= A B — d = - d>~
A A A d
obtém-se uma relagao entre o campo eléctrico e o potencétato:

E = d— r (1.14)

a~
As superficies equipotenciais de nem-se entdo como cdpgile pontos ao longg
dos quais o potencial se mantém constantg: = 0. Conhecendo as linhas d
campo eléctrico, as equipotenciais constréem-se facilmemindo pontos vizinhos
(d™) em direccBes perpendiculares ao campo eléctrto? E).

As moléculas sdo bons exemplos de objectos electricamesiéras mas que nd
entanto produzem um campo eléctrico e interagem com campéstecos externos,
O sistema mais simples deste tipo é@ipolo eléctrico que consiste em duas carga
iguais de sinal oposto Q e distanciadas del. Uma aproximag&o habitualment
feita ao dipolo eléctrico é a de que a distancia entre as camjaé desprezave
face & distancia onde se pretende calcular o campo elécfapooximacgéo dipolar).
Esta con guracéo de cargas pode ser caracterizada atrawésall momento dipolar
de nido como:

X
p= Qidi=Q d da = Qd (1.15)

O calculo do campo eléctrico produzido por um dipolo num poRtqualquer a umal
distanciar >> d, pode ser feito a partir da expressdo do potencial eléctdooP
produzido por ambas as cargas:

Q 1 1 Qd cos 1 p

f..
= - = = 1.16
4" o 1y X 4" or2 4", 13 (1.16)

O campo eléctrico pode ser obtido tendo em conta a relacdaesmt potencial
eléctrico e o campo eléctrico, dada por 1.14:

( .= @( ) — _1 2pcos
Y 3
E — @ %brr ) — 1 ° psern (1'17)
- @ T 4", 3

Trata-se pois de um campo que, ndo se podendo considerar I (quem estiver
realmente distante vé uma carga eléctrica nula!), decresoeentanto mais rapida-

Relacdo entre o campo e
potencialeléctrico

Dipolo eléctrico

mente que o campo eléctrico criado por cada uma das cargasups)

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)
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Capitulo 1

Quando um dipolo eléctrico é colocado na presenca de um caslgudrico uniforme| Energia potencial de um

E = Eotix, septe uma forca total nula. Existe, no entanto, um momenta fbrca dipolo eléctrico num
eléctricaN' = ;. &  Fj que o tendera a alinhar com o campo eléctrico. | A campo eléctrico exterior
energia potencial do dipolo, calculada como sendo o trabakalizado por umg g Fe
forca externa (contra o campo, portanto!) para levar o dipalla posi¢cdo angulaf /

=90 até uma posi¢do angular qualquer)( é:

Ug = Fe d-=2 QEO cos —d
90 90 2

g \ Lo

QEgsen "d = Q Egcos = p E E
90 E
O ponto de partida = 90 € escolhido uma vez que para esse angulo a energia
potencial do dipolo é nula: as cargas, simétricas, encantse ao mesmo potencial
eléctrico (ver equagdo 1.12). O sinal negativo signi ca qualipolo ao alinhar-se
com o campo, diminui a sua energia potencial; esta energiaigima quando o
momento dipolar eléctrico se encontra paralelo ao campateté® externo.

A lei de Gauss é uma consequéncia da lei de Coulomb e resulfacttbdo campo| Lei de Gauss
eléctrico criado por um elemento de carga diminuir com1=r?, enquanto que
o elemento de area (em coordenadas esféricas) aumenta rcamDesta forma, o
produto da carga pela area € independente da distancia dmexo de area a carga
eléctrica. Esta lei relaciona o uxo do campo eléctrico ) que atravessa uma
superficie fechada com a carga eléctriosial existente no seu interiorQ@in; ):
I
E ndS = Q"'m
0

(1.18)

Esta lei pode ser escrita na forma local como:

rE= — (1.19)

0
A lei de Gauss permite:

determinar a carga eléctrica contida numa superficie felshae conhecermos
0 uxo do campo eléctrico que a atravessa.

determinar o médulo do campo eléctrico para distribuic6es @hrga com
simetria espacial, usando para tal uma superficie fechamaeniente.

No célculo do campo eléctrico, a aplicabilidade da lei de £3aencontra-se reduzida
a trés geometrias tipo, tal como se mostra adiante nos exemple aplicacéo:

simetria esférica
simetria cilindrica

plano in nito

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST) 12



Capitulo 1

No interior de um condutor em equilibrio electrostatico, agpo eléctrico tem de ser  Equilibrio electrostéatico
nulo (E = 0), caso contrério ter-se-ia uma forca eléctrica aplicadasass cargag nos condutores
livres e estas mover-se-iam. Como se pode veri car facitm@&om recurso a le
de Gauss, um uxo nulo do campo eléctrico através de qualcugrerficie fechada
de nida no interior do condutor implica a ndo existéncia darga eléctrica no sel
interior. Desta forma, uma carga eléctrica introduzida numeio condutor em equili
brio electrostéatico desloca-se para a sua superficie otte©s tempos de relaxaca
da carga dependem da condutividade eléctrica do meio, sefadordem del0 8
segundos num material bom condutor. O campo eléctricocggmal a superficie
do condutor, dependendo a sua intensidade da densidade W@ caper cial ( ) e
pode ser derivado a partir da lei de Gauss como:

[®]

E E, = — t» (120)

Nenhum material € um isolante perfeito. Os materiais que s#acterizam| Campo eléctrico em mate-
por muito baixas condutividades eléctricas sdo chamaduesteriais dieléctri- | riais dieléctricos
cos. Um campo eléctrico aplicado a um dieléctrico causa um dmsizento
espacial da carga eléctrica positiva e negativa associads @omos ou mo-
léculas (em sentidos opostos!), fazendo aparecer dipoléstécos. O vector
polarizacdo P descreve a polarizacdo do material num dado ponto do |es-
paco e corresponde ao momento dipolar por unidade de voluae=dV ).
Um material dieléctrico é caracterizado pela sua suscdtide eléctrica g
(grandeza adimensional) e é do tidmear se a susceptibilidade ndo depender do
campo aplicado, do tipdhomogéneo se a susceptibilidade ndo depender da posigdo
no dieléctrico e do tipasotropico caso a susceptibilidade ndo dependa da direcgéo.
A polarizagdo no dieléctrico é proporcional ao campo eléotra que este esta
sujeito (E) e que resulta da soma do campo exterior com 0 campo produpigla
distribuicao de carga dipolar:
dp i Pi |
— _ _iPilay _ . . 2

P = av = qv = 0 E E [Cm ] (121)
Em geral, existe carga de polarizacdo a superficie de unéatiedo. A densidade
de carga de polarizacao super cial existente num dado ponto da superficie € dada
por:

po = P Rext (1.22)

sendofe a normal exterior um vector unitario que aponta para o exterdo
dieléctrico.

Pode também existir carga de polarizagdo em volume no casodieléctrico ndo se
uniforme ou no caso de existir carga eléctrica introduzigad ndo é de polarizacad)
no interior do dieléctrico. Adensidade de carga de polarizacdo em volume
existente numa dada regido do dieléctrico é dada por:

pot = P (1.23)
e a carga de polarizagdo contida numa superficie fechadadé gar,
z I
Qpol = po dV = P rdS (1.24)
\% S
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Capitulo 1

Portanto, um campo eléctric®( aplicado a um dieléctrico origina uma polarizaca

do dieléctrico, isto é, induz uma dada carga de polarizagéja €m superficie, sej
em volumezacao induzida no material.

Recorrendo a lei Gauss, podemos calcular o campo eléctdparando as carga
eléctricas em termos de cargas livré3( ) e cargas de polarizaca®o ):

| P
E ndS = i Qi _ Qiv + Qpol
. . "

(1.25)

O célculo do campo eléctrico através da expresséo 1.25a@aplconhecimento prévi
quer das cargas livres, quer das cargas de polarizacdo. hNmn se substituirmos
na equacao 1.25 a carga polarizacdo expressa em 1.24, obtem-

I

("oE + P) ndS = Qi (1.26)
s

De nindo o vector Deslocamento do Campo Eléctrico D como:
D="E+P="90+ g)E="E (1.27)

obtém-se dei de Gauss generalizadana forma integral:
|

D RdS = Qp (1.28)
S

e na forma local:
D= v (1.29)

A permitividade eléctrica do meid,, caracteriza a polarizabilidade do material.

A energia associada a um sistema de mdltiplas cargas é, camefsriu anterior-
mente, o trabalho necessério para o constituir. Por exemplenergia de um sistem
de trés cargas pode ser calculada como se fez para o sistemiaagecargas (equaca
1.8) tendo agora em conta que a terceira € trazida contradara repulséo exercid
pelas outras duas:

1 Q1 Q1 Q2
Uge = — Qo—+ Qz3— + Q3—
4" rio r3 M2

Q2 12+ Q3( 13+ 23)

Este resultado pode ser reescrito em termos das car@a$ é dos potenciais a qug
cada uma se encontra () devido a presenca das outras duas:

1
Ue = E(Ql 1+ Q2 2+ Q3 3)

Generalizando para um sistema He cargas:

1 X
U= > Qi i (1.30)

S

o7

b Lei de Gauss generalizada

Energia Potencial electros-
atatica de um sistema de car-
0 gas
;1

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)
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Capitulo 1

Um condutor carregado gera um campo eléctrico a sua voltanda a um certo
potencial em relagdo ao innito. De ne-se a capacidade do condutor apra
relagdo entre a sua carga eléctri€ae o potencial a que se encontra:

c=2 [F] (1.31)

Esta expressdo traduz a relacdo de linearidade entre o caglgmirico e a carga que

Ilhe d& origem.

Num condensador, sistema de dois condutores ou armadurassguencontram g
uma diferenca de potencid , a capacidade é de nida por:

c= >~ (1.32)

sendoQ a carga armazenada em cada um dos condutote®(e Q). A capacidade

Condensadores

de um condensador sé depende da sua geometria e do meio quepasas

A energia (potencial electrostatica) de um condensadorresponde ao trabalhg
necessario para o carregar. Para a calcular, tem que se bditar o trabalho
realizado sobre cada elemento de cadgppara o transportar de uma armadura pat
a outra, contra a forca eléctrica existente (cada vez ma@medida que se carreg
o condensador!).

z z Zq Zq

~ ~ q
Ue= F d°= dq F_{ch} = . V(q) dgq = —
\%

d 1.33
c da (1.33)

Daqui resulta:

2
QC Ecv2 (1.34)

o o L
ET27¢C 2

A capacidade equivalente de uma associacao em série dendensadores é dad
por:
1 1 1 1

= —+ —+ + — (1.35)
Ceq C,. C; Cn

€ uma associacdo em paralelo de condensadores é dada por:

Ceq = Cl + C2 + + Cn (1.36)

Energia armazenada por
um condensador

+Q 7 L Q

E =
+ —>
+ _
+ -
i ]

+ 4—@ _
I3CE
oy
e

aAssociacdo de condensado-
res

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)
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Sendo a carga eléctrica a criadora do campo electrostaticeerdo necessaria pEnergia do campo eléctrico
realizacdo de trabalho para constituir as distribuicdesadega, ou seja, para criar
0s campos eléctricos, € natural que a propria expressdo dpoaeléctrico nos dé
informac6es sobre a energia de um sistema. Com efeito, &$m@ um campo
eléctricoE existe associada uma densidade de energia dada por

1 2 3
Ug = 5 "E “ [J=m ~] (1.37)
e num volume V existe uma energia
z
Ug = ug dv [J] (1.38)
\%

Consideremos um sistema de cargas isoladas e o campo etégtr estas produzido, Forca e Energia Potencial
Para se modi car a geometria do sistema moverdiouma certa quantidade de carga
€ necessario realizar trabalho contra a forca eléctf¢a que actua essa carga:

dw = F, d~= Fg d~

Sendo o campo eléctrico conservativo e ndo havendo varidedenergia cinética
esse trabalho traduz-se necessariamente na variacdo dgiargotencial do sistema

_ du
du = FE d ) FE = —_—
a~
De forma mais simpli cada, a forca eléctrica numa dada dg&ous pode ser cal-
culada por:
du (s
Fe = ( ) ts (139)
s ds

Consideremos agora que 0 sistema nado esta isolado e quemxfshtes que man-
tém as diferencas de potencial entre os componentes dorsateNeste caso, ad
modi car-se a geometria do sistema, as fontes realizam #iab pondo e retirandd
carga de forma a manter os potenciais eléctricos. Contadnildo este trabalho adit
cional das fontes obtém-se:

du
FE =+ (S)
s ds

ts (1.40)

Estas expressdes sdo um modo alternativo para calculaagoe¢éctricas quando se
conhece a energia potencial do sistema. A uma alteracdo dengéria do sistema
segundo a direc¢do em que se pretende calcular a forca migatprresponde uma
variagdo da energia potencial. Sendo este um método de daslentos virtuais,
gualguer uma das express@es anteriores 1.39, 1.40 corddaaimesmo resultado.

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST) 16
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Capitulo 1

1.2 Exercicios Resolvidos

1.2.1 Distribuicdo discreta de carga eléctrica

Duas cargas eléctricas positivg¥; e Q, encontram-se a uma distancid uma
da outra. Na sua vizinhanga existe uma carga eléctrica deetgs num pontoP ,
de coordenadasx; 0).

Campo eléctrico produzido pela carga Q1 no ponto P
Pela lei de Coulomb, o campo eléctrico vem:

Q1 1
4" or3

E1:

com o vector posi¢de;, que une a carg&); ao pontoP , a ser dado por;
N d
1 = Xty —t
oy

Desta forma, vem para o campo eléctrico:

Q1 Xtiy + ey
Ei = ——h i
4" o

Njw

2
2 d
X2+ 3

Campo eléctrico total em P
O campo eléctrico total existente efd resulta da soma dos campos elé
tricos produzidos pelas carg&¥; e Q> emP . Tem-se ent&o:

E

d d
Ql Xt t Qz Xt o
E,+ E, = h X 2 |y + t X 2 |y

" El T h 3
4 OX2+ 922 4 OX2+ 922
2 2
2
12 X
= —4(Q1+ Q) fy—j% tx +
4 0 2 d22
x2+ g

3

d
+(Q1 Q)p—2—% UyEZ)
X2+ 922
2

Vemos portanto que o campo eléctrico tem componeniss e E,. No
entanto, no caso em qu&); = Q», o campo eléctrico reduz-se um
expressao mais simples, possuindo somente comportente
Q X
E = h 7z thx
2

2" 2
0 X2+ %

Forca sobre a carga de teste quando Qi1 = Q;

Q X
F'= QE = dos7—h 7 tx
2 2

0 2 d 2
x2+ g

Q S

—6974@—>y

d/i2 d/2

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)
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Capitulo 1

Linhas do campo eléctrico quando Q; = Q3

As linhas do campo eléctrico associadas a cada uma das caagsvas,
caso estas estivessem isoladas, corresponderiam a lintass representa
das na gura a traco interrompido. O campo eléctrico resultadas duas
cargas, sera diferente, tal como se calculou anteriormeme linhas de
campo eléctrico devem re ectir o facto de o campo eléctricr snuito
pequeno ou nulo, na regido entre as duas cargas.

Trabalho realizado contra 0 campo eléctrico para trazer a carga Qo
para o ponto P

As interacg8es existentes no campo eléctrico estéo asdasia variagdes d
energia. O trabalho realizado contra o campo eléctrico przido pela duag
cargas positivas Q, para transportar a carga de testq, desde in nito
até uma distanciax do eixo das cargas por um caminho ao longo do €
dos XX , calcula-se da seguinte forma:

W = F d~= o E d>

2
X2+ a

Vemos entdo que foi necessério realizar trabalho no trartspda carga
go para contrariar a forca eléctrica aplicada. Desta forma, arga de
teste adquiriu energia potencial, que pode ser recuperaad @ forma de
energia cinética, por exemplo) caso fosse largada. De nquar o trabalho
realizado ndo depende do caminho seguido; isto é caratiteride uma
forca conservativa, como é o caso da forca eléctrica.

Potencial eléctrico
Escolhendo o in nito como ponto de referéncia, o potencilotrico em
P é dado por:

X

p = E d~= 2? H 322 dx
P 0 d
X X2 + d

2 3,
= Q 4 a 1 5 = Q a 1
2" ‘-1 2 2" ‘-1 2
0 X2+ % 0 X2+ %

De notar que o potencial eléctrico e se poderia ter calculado utilizandp
o principio da sobreposicéo; isto €, somando os potenciaéia em P
quer pela cargar Qi, quer pela cargar Q;:

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST) 19
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Energia potencial da carga qo

Dado que o trabalho calculado anteriormente correspondegaaho de
energia potencial da carga e que no in nito (ponto de referiz) a energia
potencial € nula, vem para a energia potencial da cagyga

Q . 1

d 2
2

X2 +

De notar que a energia potencial poderia ter sido calculadm aecurso
directo ao potencial eléctrico calculado anteriormenté: = Qo
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Capitulo 1

1.2.2 Distribuicdo continua de carga eléctrica hum o

Considere uma distribui¢cdo continua de carga positivaterte ao longo de um o
cuja densidade de carga é(C/m). Num ponto P, a uma distancial, encontra-se

uma carga de testep.

Campo eléctrico produzido pelo o de carga no ponto P
A determinacdo do campo eléctrico produzido por uma distrl
¢do continua de carga num pontd®® é feita tendo um conta o
principio da sobreposicdo, isto €, determina-se em prioneingar
0 campo eléctrico innitesimal dE) produzido por ume elemento

in nitesimal de carga ¢lg) e depois somam-se (integram-se!) aS

contribuicbes dos diferentes elementos de carga ao longo a@o

Os elementos in nitesimais de carga e campo eléctrico esgme-se
por:

dg = dy
dE dg + dy dux yuy

4" or3 4" o(d2 + y2)32

E portanto, o campo eléctrico obtém-se por integracdo aoglordo o de
limites L, e+Ls:

Z Z+L2 dux yuy

4" o 1, (d2+ y2)%?
Z oL dy Zete yay

—t —t
4" 0 o L, (d2 + y2)3:2 X L, (d2 + y2)3:2 y
<

#

+L, #+|_2 -

1 y 1
T at@PEeyy | Pary
L, L1
Pz Par 2
1 1 '

P p
d? + L22 d2 + L12

by

Ly

bty +

1
d #

Como se vé, no caso de a carga se distribuir assimetricament® em
relacéo ao pontd , 0 campo eléctrico possui componentes segund& )

e segundoy (Ey). No entanto, caso a carga se distribua simetricamente

em relagdo ao pontd®, o que signica o o ter limites L, o campo
eléctrico possui somente componente segurde vem:
2L 1 L 1 1

E = Pp—= bty = =
4" od d?+ L? 2" od d?2+ L2

X = X
Podemos agora analisar 0 que acontece nos casos extremosiern @ €
muito comprido £ >>d ) e muito pequenoll << d ), quando compa-
rado com a distancia ao pontB :

+ + + + + + + [)—

<

o
X
o
o

F.Barado, L.F.Mendes
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Fio muito longo ( L>>d )

E = 1pl_ith(: ES L® ty
2" od dZz+ L2 2" od d2+ L2
B R S o)
2" od 14 47 2" od 7
Fio muito pequeno ( L<<d )
E = et t
2" od @+ L2
- bt 1 ol oLy
2" ody 1+ L2 o2ngd2

Neste caso, o campo eléctrico obtido corresponde ao campdusr
zido por uma carga pontual de valgr=2 L . Isto era de esperar
uma vez que um 0 muito pequeno é em boa aproximagédo uma carga
pontual.

Forca eléctrica sobre a carga de teste qo
A forca que actua a carga de testp € dada por:F = qoE.

Potencial eléctrico criado pelo o

O potencial eléctrico produzido pelo o carregado pode setedminado re-
correndo a relagdo entre 0 campo e o potencfal, = E; isto é, poder-
se-ia obter o potencial por integracdo do campo eléctricoo &htanto,
vamos fazer o célculo do potencial, usando o principio daegudsicao.
Comecemos por determinar o potencial produzido por um elgmén -
nitesimal de cargadq, utilizando o in nito como ponto de referéncia, ¢
integre-se ao longo de todo o o:

1 d
d = n _q
4" g r )
1 Z+L2 dy h p |+|_2
= " Ps—== 7 In y+ x2+y?
4% 0 L, x2+yZ2 47, La
q — q —
= In Lo+ x2+ L3 In L1+ x2+ L%
2, |
B | Lo+ x2+ L3
a4y L+ x2+ L2
2 P17 P17
Lo+ x2+ L% +Li+ x2+ L%
= —In P— P—
0 L1+ X2+ L2 +Li+ x2+ L%
2 P12 P12
4 L+ x2+ L5 +Li+ x2+ L%
= In
4" o x2

No caso de termos um o com uma distribuicdo de carga simétrem
relacdo ao ponto, vem:
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2
L+ Pxzae
= Ing
4" X2
!
L+ Pxzae
= In
2" ¢ X

Energia potencial da carga de teste

A energia potencial da carga de tegjg num pontoP a uma distancia do
0, corresponde a energia gasta (ou recebida) para a |a calppartindo de
um ponto de referéncia onde a energia potencial seja nulditbalmente
0 innito, mas nem sempre!). NO nosso caso, esta pode serutatta
conhecendo o potencial eléctrico no porfa

U=a0a »r

Campo eléctrico calculado pela Lei de Gauss

Para 0 caso do o muito comprido (também dito vulgarmente imito), a
determinagédo do campo eléctrico no pon pode ser feita recorrendo a
lei de Gauss. Para tal, recorre-se a uma superficie cifadjue passe por
P e tira-se partido do facto do campo eléctrico (que para oironito , s6
depende da distancia radial) ser constante em toda a sugierfia superficie
lateral do cilindro. Calculemos primeiro 0 uxo do campo @lé&co. Este
resulta da integracao do campo eléctrico ao longo das difia® superficieg
(duas tampas mais superficie lateral) que compdem o cibndr

[ Z 4
E ndS = E ndS + E ndS

S tampas lateral

Uma vez que as linhas de campo eléctrico ndo atravessam apasirdo 1
cilindro, o uxo do campo ai € nulo, vindo portanto: ‘
| Z

E ndS = E nrdS ()

S lateral

A lei de Gauss pode entdo escrever-se como:

VA
E nrdS = Q"'m
lageral 0
z L
E dS=E2rL = —
0
1
E= — =
2" or
1
2" or
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1.2.3 Distribuicdo continua de carga eléctrica num plano in nito

Considere-se um plano muito grandaddno in nito) carregado com uma densidade
de carga [C:m ?].

n
Campo eléctrico pela lei de Gauss 5
O campo eléctrico pode ser facilmente calculado utilizanaolei de
Gauss (o0 plano in nito € uma das trés geometrias em que a aplo da ' :
lei de Gauss é o método mais simples para calcular o camparietdc SO
C  Sin

=1

Como primeiro passo € necesséario vericar que as linhas depoa
sdo perpendiculares ao plano. Para chegar a esta conclusialp
pensar que todos os pontos do plano innito sdo o seu centro. | E
no centro as componentes do campo eléctrico no plano do pudpr
plano innito anulam-se devido & simetria do problema. Resbs
assim a componente perpendicular ao plano (em todos os Nt

Conhecida a direccdo do campo ha que escolher a superfigie- ap
priada para aplicar a lei de Gauss. Neste caso pode utifigatma
superficie cilindrica, tal como se mostra na gura. Na sufme lateral
do cilindro (superficie S1) a normal é perpendicular ao cangmquanto
gue nas "tampas" (superficies S2 e S3, de area A) a normal @lpkr ao
campo. Assim sendo, e constatando que esta superficie fizclcantém

no seu interior uma carg®i,x = A ,tem-se:
I 0,
E nrdS= "'m
z° z° VA A
E ndS+ E ndS+ E rRdS= —
Zsl b S 7 S3 0
A
0ds + E dS + EdS= —
Sz S» z S3A 0
E dS + E dS = T
S> S3 0
A
2EA = —
0
Z Z A
E dsS + E ds = —
S, S3 0
E=—
2"

Agora que calculdmos o0 modulo do campo eléctrico podemoeeest a
sua expressao nal:

+ﬁuz z> 0
g, z< O

27
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1.2.4 Condutores em equilibrio electrostéatico

Um condutor cilindrico de rai&®, comprimento™ (" >> R ) e que se encontra
imerso no ar, esta uniformemente carregado e possui umaactrgl Q.

Densidade de carga no condutor

Tratando-se de um condutor em regime electrostatico, a saaga esta
distribuida na sua superficie, pois s6 deste modo o campciri&é se
anula no seu interior. A densidade de carga sera:

Q_ Q

A 2R

ou, se preferirmos utilizar uma densidade de carga linegju@ o condutor
tem a forma de um o,

Q

Campo eléctrico

Dentro do condutor o campo é nulo, como ja se referiu. Fora dodutor,
tratando-se de uma distribuigdo de carga com geometriadiita, as linhas
de campo séo radiais em coordenadas cilindricas. Deste matidiza-se
uma superficie também cilindrica para a aplicagdo da lei dass. Nessa
superficie, a normal tal como o proprio campo, é radial, @taenos topos
da superficie cilindrica onde a normal é perpendicular aopme o integral

seanulaE ? ") E n =0). Além disso, como o problema tem

simetria cilindrica, 0 médulo do campo é constante para aestipie em
gue o integral ndo se anula.

r<R r>R
' )
E=0 E ndS =
s 0
E2rL =L_—
0
1
E:—_r
2" or

In uéncia de um condutor externo de forma cilindrica
O condutor cilindrico externo ndo se encontra carregado. éfanto,
na presenca do campo eléctrico do cilindro condutor interexiste carga

negativa na sua superficie interna e carga simétrica pasitia superficig

externa. De notar, que a carga existente em ambas as supesf{mterna e
externa) € em moédulo igual a carga existente no cilindro agod interior
+ Q; isto resulta do facto do campo eléctrico ser nulo no interdos
condutores. Como o condutor exterior n@estruiua simetria cilindrica dg
problema e néo esta carregado, 0 campo permanece igual, muespaco
entre os condutores quer na regido exterior aos condutores.

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)
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In uéncia de um condutor externo de forma paralelipipédica
Neste caso o condutor exteriafestruiu a simetria cilindrica do problems
apesar de ndo estar carregado. O campo altera-se de formaantjaque
as linhas de campo séo perpendiculares a superficie do tamexterior
e anula-se no seu interior. Longe (com rigor matematico, naito) dos
condutores o campo recupera a sua forma radial uma vez quenjucto
volta a parecerum o com densidade de carga.

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)
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1.2.5 Campo eléctrico num dieléctrico

Uma esfera de material isolante, de constante dieléctticaraioR, esta unifor-
memente carregada em volume, com uma densidade de cargacontrando-se
imersa no vacuo.

Campo eléctrico
Para determinar o campo eléctrico no interior do materialdctrico vamos
usar a lei de Gauss generalizada. Uma vez que o campo etéptiduzido
pela esfera é radial e o seu médulo sé depende da distanciawaoentro,
pode-se utilizar uma superficie de Gauss esférica de raldesta superficig
o vectorD serd sempre paralelo & normal e terd modulo constante.

r<R r>R
T Z T Z
D ndS = dv D ndS = dv
S S
D4r 2= —r 3 D4r 2= _—R3
r R3
D = — -
3 D = 3r2
r
E= —t R 3
3" E = t,
3“0['2

Potencial eléctrico
Consideremos como ponto de referéncia o in nito ja que nestso o po-
tencial se vanaturalmenteanular naquele ponto.

para r>R:
z 1 N z 1 R 3 R 3
= E dT= dr =
r r 3"or2 3"or
para r=R:
R 2
DY
para r<R:
Z R z 1 z R r V4 1 R 3
= E d~+ E d~= —dr + e
r R r 3 R 0
r R? r? R 2
= — +
3" 2 3"o
Cargas de polarizacao
em volume:
pol = r P= r "o eE
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I - %
0 rz2@r 3" "

Note que em alternativa poderia ter chegado a este resultéelama forma
mais simples, tendo em conta qu = "E:

pl = F P = "y E

em superficie:

R
pol = P Rext = "0 eE Rex = "o er 1

Nota: 2R % o +4 R 2 g =0
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1.2.6 Condensador plano

Dois planos paralelos condutores com com uma &feanuito maior do que a
distanciad que os separa, estdo ligados a uma bateria de diferenca denpiatl
V.

O campo eléctrico entre as placas

A ligacdo a bateria induz transferéncia de carga de um plaamputro,

cando os planos com uma distribuicdo uniforme de cargg.(Na aproxi-

macao do plano in nito, 0 campo eléctrico criado pelo plan@ondepende
da distancia ao plano. Desta forma e tendo em conta que umapliasas se
carrega com carga positivar(Q) e a outra com carga negativa (Q), na

regido entre os planos o campo eléctrico sera uniforme. Besta regido,
0 campo eléctrico anula-se.

Zd Zd
V= E d= Ed =Ed
0

0
Vv
E= —
d

A carga armazenada pelas placas

O campo eléctrico existente entre as placas condutoras €&arda carga
existente. Uma vez que o campo eléctrico entre as placas é@eamdo,
pode-se utilizar a lei de Gauss para determinar a densidadeatiga nas|
placas. Para superficie de Gauss considera-se uma supeifindrica com
uma das tampas situada no interior da armadura (onde o cangéctrico
€ nulo) e a outra na regido entre as armaduras (ver gura). Oxaido
campo eléctrico que atravessa a superficie de Gauss € seragntle que
atravessa a tampa situada na regido entre as armaduras.

E ndS = Q"im
S 0
S
ES:"—
0
E =

0

ComoQ = A , tem-se:

E = Q =Vd
o
IIV
Q= Moy

A capacidade do condensador
A capacidade do condensador vem:
Q A",V

A
C:—:——:"O—
\% vV d d

A energia armazenada pelo condensador
A energia armazenada pelo condensador corresponde aollralbaalizado

para o carregar com uma cardg@. De acordo com a equacgédo 1.34, tem-se:
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1.2.7 Associacdo de condensadores em série

Dois condensadoresl (e 2) de faces paralelas associados em série encomtiam-

se ligados a uma diferengca de potencial Ambos os condensadores possu

armaduras de areA , espessura e distanciadas entre si d&. O espaco entre as

armaduras esta preenchido por ar num dos condensadoresmgterial dieléctrico
de permitividade eléctrica, no outro.

Campo eléctrico
Submetidas a diferenca de potencidl, as placas extremas carregam-

em

5
com uma cargadQ (+ Q de um lado e Q do outro). A placa intermédia @

possui uma carga total nula, existindo no entanto uma cargegativa

Q de um lado e uma carga positiva Q no outro. A carga existente
na placa intermédia situa-se a superficie (condutor em kopun!) e
pode ser determinada a partir da lei de Gauss. Para tal fazepassar
uma superficie cilindrica com as tampas colocadas no riote de

duas das armaduras. Dado que o campo eléctrico € nulo no ianter

das armaduras condutoras e que o campo eléctrico existentee eas
armaduras € paralelo a superficie lateral do cilindro, t®enum uxo
do campo eléctrico nulo. Ou seja, a lei de Gauss permite cim
gue a carga total contida no cilindro é nula. Isto signi ca glcargas
opostas - Q e Q) se encontram nas superficies interiores das armadu

O determinagdo do campo eléctrico no interior dos condeosesl
(entre as armaduras) pode fazer-se com o auxilio da lei des&
generalizada, utilizando a metodologia empregue no exeri.6:

I

D ndS = Qi
s
o-Q
A

O vector Deslocamento eléctricd() é igual em ambos o0s condensadors
pois s6 depende das cargas livres existentes nas armaduras:

D]_: D2

O campo eléctrico em cada um dos condensadores obtém-se:como

Ei= ..Q

o A

Q "0
Ez= A —E1

A diferenca de potencial pode ser escrita como:

Zd Zd+a sz+a
V = E, d™+ 0 d™+ E, d~
d d+ a
Zd Z2d+a--O
= E,d + TEl
0 d+ a
= E;d 1+ -2

N

A

ras.

au

£S,

d

d

3

FFFTFFTFT

|
a
|
|

L
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Pelo que,
E. = \

YT 1+
Y

E2: -

d 1+ —

0

Carga eléctrica armazenada
A carga eléctrica armazenada nas placas condutoras obtmmeso:

Q=A"oE:

o|>

Q:

1

L4 !

o

Capacidade do condensador
A capacidade do condensador calcula-se a partir da cargaaemadaQ e

da diferenca de potencial a que esta sujeitq como sendo:

o|>

1

+

Q
C:vzl

"

Note-se que poderiamos ter obtido a capacidade do condemsadpartir
da associacdo em série de duas capacidddese C,. Relembrando o

resultado obtido no exemplo 1.2.6, tem-se:
1 d d 1 1
+

- = — 4+ — = -
C A"og A" C: G

32
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1.2.8 Condensador cilindrico

Um cabo coaxial é constituido por um condutor cilindricoenbr de raioR 1, e
uma pelicula exterior condutora de raR,, existindo no espaco que separa
condutores um material dieléctrico de permitividade O cabo esta ligado a uma
fonte de tensdodv . Consideremos o comprimento do cabqg, muito maior que

Ra.

Campo eléctrico no espaco entre os condutores

Tal como se viu no exemplo 1.2.4 pode-se aplicar a este pnudble lei de
Gauss para uma geometria cilindrica. Neste caso iremosapé lei de
Gauss generalizada ja que existe um dieléctrico a separaondutores.
Como superficie de Gauss utilizamos uma superficie dit@due envolve
um pedaco de condutor interior de comprimenita As linhas de campd
do vector deslocamento eléctrico serdo radiais em coordasailindricas,
sendo o campo paralelo as normais na superficie lateral liftdm e per-
pendicular as normais nas tampas. Na superficie lateralalindro o
modulo deD é constante.

Neste problema, como ndo se conhece a carga que estad nos tooesy
vamos assumir que existe uma densidade de carga por unidadmoih-
primento do condutor interior . A lei de Gauss generalizada escreve
entao:

D ndS = Qi
z5 z Z
D ndS+ D ndS+
ik z Sz Ss
0dS + 0dS + DdS= L
SZ S, S3

D rRdS= L

Agora que se conhece a expressao do modulo do campo elépwoide-se
relaciona-lo com a diferenca de potencial entre os condagar calcular g
densidade de carga:

ZR2 ZR2 ZR2
V = E d = Edr = —dr
R. R. R, 2T
R>

= —[In(r)]JR2= —In —=
> [In(r)lR? o R,
2"V

- = (1.41)
In ﬁ

se
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Substituindo na expressao do campo eléctrico obtém-se:

\%

rin( 52

Capacidade do cabo coaxial
A capacidade é dada por:

Multiplicando pelo comprimento do cabo a equacgéo 1.41, tenuima rela-
¢céo entre a carga do cabo coaxial e a tensdo aplicada:

o= = 2"
In( &%)
C = 2"
In( §2)

Energia potencial electrostatica armazenada no cabo coaxial

Conhecida a capacidade do cabo, a energia armazenada peest:

1 "
Ug = =CV?= ———V?
2 In( §2)

1

A energia potencial armazenada pelo cabo poderia ter sidoutada, de-
terminando a densidade de energia potencial electrostdtissociada ag
campo eléctrico que existe dentro do cabo coaxial e intedoaem todo o
volume onde existe campo (volume do cabo):

o

1., 1, \%
Ue = J'E°= 5" ——&,%
2 2 rln(ﬁ)
z Z.2, Zg,, v o
Ug = ugdv = =" — rdrd dz
=T o o R: 2 rIn(g3%)
1 "V 2 ZZZ ZRz
= ST RIL —drd dz
2|n (ﬁ) 0 0 R1 r
_1 Ve, in( 22
2In?(§2) R1
"~y 2
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Pressédo sobre a pelicula condutora exterior

A forca atractiva entre o condutor interior e a pelicula evite é radial pelo
gue a forca total é nula (o centro de massa, em caso de colapéo,se
moveria). No entanto existe uma presséo que pode ser caleutiomo o
moédulo da for¢a por unidade de area de pelicula:

Fpel icula
2R

P =

A forca sobre a pelicula pode ser calculada utilizando a esgio
da energia potencial electrostadtica e 0 método do deslogame
virtual: a forca radial serd igual a variacdo da energia potal
electrostatica do sistema quando a pelicula sofre um dest@nto
virtual, no nosso caso, quandB, sofre um acréscimo in nitesimadir .

Observando a expressao disponivel para realizar o calceloca-
mos que a tensdo aparece explicitamente pelo que serd mmajdes fazer
as contas considerando o sistema ligado a fonte e, portanfm isolado
(V = c'®). Nesse caso,

F o e O HVE
pelicula r dRz dRz In( g_i)
wmy 2
R2|n2(§—i)
wmy o2
P = 2/ Rz
(2 R 21)(R2In“(g%))
n 2

2R3 In?(R2)

A pressao € negativa pois a forca € "para dentro".

D
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1.3 Exercicios Propostos

Campo eléctrico no vacuo

Exercicio 1.1 : Dois péndulos de comprimento massa

m e cargaQ, encontram-se suspensos num mesmo ponto.

Considere que os péndulos se encontram na sua posi
de equilibrio e que o angulo que os os fazem com
vertical do lugar, , € muito pequeno. Determine:

a) as forcas que actuam as duas massas.

b) a distancia entre as duas massas.

Exercicio 1.2 : Uma cargaQ; de 3 C é colocada
num ponto de posicde; = (1 ;3;0) cm num dado
referencial e uma segunda car@Qa de5 C € colocada
na origem desse referencial.

a) Qual aforca exercida pela car@® sobre a carga

Q27

b) Qual o ponto do espago em que o0 campo eléctrig
causado pela duas cargas é nulo? Existe ma
algum ponto nessas condicdes?

Sugestdo: comece por mudar de sistema de eix

¢) Que valor de massa colocada a superficie da Tel
sofreria uma forga gravitica de modulo igual a d
forca sofrida pela carg®,?

Exercicio 1.3 : Determine o trabalho necessario para

transportar uma carga eléctricg desde um pontoA
(O;ya) a um pontoB (xg;0), na presenca de um
campo eléctrico uniform& = Egttx (ver gura).

Y

Exercicio 1.4 : Dois protbes estdo separados de um

cao

a

® |
) d

a) Qual é a direccéo do campo eléctrico em qualquer
ponto do eixoyy ?

b) Determine o potencial eléctrico num ponto situ-
ado entre os protdes no eix .

¢) Esboce as linhas do campo eléctrico.

d) Determine o ponto de equilibrio de um outro pro-
tdo que se traz para a vizinhanca dos dois pro-
tdes, considerando que as trés cargas estido con-
nadas ao eixoxx . Trata-se de um ponto de

o equilibrio estavel ou instavel?

IS

Exercicio 1.5 : Um dipolo eléctrico é de nido por um
PS-conjunto de duas cargas eléctricas simétricagy(e  q)
raseparadas de uma distanaia

y

A

f’(x,y)

>

X

a) Determine a expresséo do potencial criado pelas
cargas em qualquer ponto do espaco.

b) Determine a expressao do campo eléctrico criado

pelas duas cargas em qualquer ponto do espago.

Particularize a expresséo obtida na alinea b) para
0s pontos situados ao longo do eixx e do
eixo yy e obtenha as expressfes validas para
X,y >>d

<)

d) Sabendo que o momento dipolar eléctrico de uma

distripui(;éo deN cargasq; € de nido por

distanciad = 4 fm, tal como é mostrado na gura.

p= iN=1 F (i, sendor 0 vector posicdo da
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cargaqi, calcule o momento dipolar eléctrico €
escreva as equacdes obtidas na alinea c) em f
¢céo dep.

e) Esboce as linhas do campo eléctrico e as equip
tenciais.

Exercicio 1.6 : Um quadripolo eléctrico € constituido
por dois dipolos eléctricos de igual momento dipolar
sentidos opostos.

y
+) +(q

dI p
- _q .
0 -q

d
® +q

a) Calcule o momento dipolar do quadripolo.

b) Determine o campo eléctrico no ponto P situf
ado a uma distancia do centro do quadripolo
(origem dos eixos).

c) Determine o campo eléctrico para pontos no eixp

dosxx muito afastados da origemx(>>d ).

Exercicio 1.7 : Um aro circular de raidR encontra-
se linearmente carregado com uma densidade de cal
(Cm 1),

a) Determine, a partir da lei de Coulomb, a expreg
sdo do campo eléctrico num qualquer ponto d
recta perpendicular ao plano de nido pelo aro ¢
gue passa no seu centro.

b) Determine a expressdo do potencial eléctrico
num qualgquer ponto da mesma recta.

c) Determine a expressdo do campo eléctrico a p3
tir do potencial calculado na alinea anterior.

Exercicio 1.8 : Um disco de raia encontra-se unifor-
memente electrizado em superficie, com uma densida

O-

ga

1=
1

de

de carga (C:m ?2).

a) Determine a expressao do potencial num ponto
qualquer do eixo perpendicular ao disco que passa
pelo seu centro.

b) Determine a expressdo do campo eléctrico num
ponto qualquer do eixo perpendicular ao disco

que passa pelo seu centro.

Utilizando o resultado da alinea anterior, deter-
mine a expressao do campo eléctrico criado por
um plano in nito uniformemente electrizado em
superficie, com uma densidade de carga Co-
mente se poderia utilizar a mesma estratégia para
o célculo do potencial criado pelo plano in nito.

<)

Exercicio 1.9 : Um o de comprimento2a, encontra-
se carregado com uma densidade de cargéC.m 1).
Determine:

Y

| | X

a) a expressdo do campo eléctrico num portoa
uma distanciay do o e situado no eixo que o
divide ao meio.

b) a expressdo do campo eléctrico no caso de 0 0
ser in nito.

Exercicio 1.10 : Uma barra de comprimenta cm e
densidade linear de carga C/m é colocada alinhada
com o eixoxx . Determine:

Y

| @) X
-a

a) a expressao do potencial eléctrico no pofto

b) a expressdo do campo eléctrico no porRo

c) a expressao aproximada do campo eléctrico para
pontos do semi-eixo positivex muito afasta-
dos da barrax >> a ). Comente a expressao
obtida.
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Exercicio 1.11 : Uma barra carregada de comprimentd
a=3 cm e densidade linear de carga = 2 C/m é
colocada alinhada com o eixox . A uma distancia
d=4 cm e ao longo do mesmo eixo, é colocada um
barra isolante de comprimento=2 cm com duas cargas
pontuaisQ; e Q, nas extremidades.

-a

a) Sabendo queQ, = 1 C, determine o valor
de Q1 que permite a barra isolante permanece
imovel.

b) O movimento da barra isolante poderia ser estd

dado considerando todas as forgas aplicadas

ai concentrada. Atendendo ao resultado da al
nea anterior, indique justi cando se faz sentidd
de nir um centro de cargas

Exercicio 1.12 : O campo eléctrico numa vasta regiég
da atmosfera terrestre é vertical e dirigido para baix(
sendo o seu val®0 V.m ! a300 m de altitude €100
V.m ! a200 m. Determine a carga total existente num
cubo del00 m de lado, localizado entr200 m e 300
m de altitude. Despreze a curvatura da Terra.

Exercicio 1.13 : Considere um plano in nito carregado
uniformemente com uma densidade de carga

a) Determine, usando a lei de Gauss, o campo el
trico a uma distancia do plano.

b) Considere agora o plano in nito inicial com um|
buraco circular de raidR (ver gura). Calcule
0 campo eléctrico num ponto qualquer do eix
desse buraco (eixaz).
NOTA: recorra também ao resultado do exercici
8.

Condutores em equilibrio electrostatico

a Exercicipl 1.14 : Utilizando a lei de Gauss e a lei das

malhas ( E & = 0) veri que que junto a superficie
de um condutor se tem:

a) acomponente tangencial do campo eléctrién,(
€ nula.

b) a componente perpendicular do campo eléctrico
€ dada por:E-

Exercicio 1.15 : Considere uma esfera condutora de
raioa, carregada uniformemente em superficie com uma
densidade de carga.

r

a) Obtenha a expressdo do campo eléctrico nas di-
ferentes regides do espaco{a er>a ).

ho
seu centro de massa e toda a massa do sisteqa

b) Calcule a energia necessaria para trazer uma carga
+ g desde o in nito até ao centro da esfera.

Exercicio 1.16 : Considere duas esferas condutoras de

raiosRa e Rg e relativamente afastadas uma da ou-

tra pelo que a in uéncia reciproca dos campos pode ser
" desprezada. Cada uma das esferas tem uma cga

a) Diga como esta distribuida a carga nas esferas
condutoras e calcule a sua densidade em funcéo
de Q e dos seus raios.

b) Calcule o campo eléctrico junto a superficie das

duas esferas em funcdo @@ e dos seus raios.

¢) Suponha que se ligavam as esferas através de um

0 condutor. Calcule a carga que existiria em

cada esfera ap6s se atingir a situagdo de equi-

librio, Qa € Qg, em funcdo deQ e dos seus
raios.

Exercicio 1.17 : Um condutor esférico oco de raios
interior e exterior respectivament®, e Rz, tem no
seu interior um outro condutor esférico macico de raio
R1. As duas esferas estdo inicialmente ligadas por um
o condutor. Coloca-se uma carga positiv@ na esfera
exterior e, passado algum tempo, retira-se o o condutor
que unia as duas esferas.
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a) Qual a diferenca de potencial entre as duas esf
ras?

b) Qual a distribuicdo de carga nas duas esferas ap
se ter retirado o 0? Justi que.

c) O resultado da alinea anterior modi cava-se s
inicialmente se tivesse carregado a esfera interi
em vez da exterior? Justi que.

Exercicio 1.18 : O campo eléctrico maximo que o ar su
porta sem se ionizar e sem que haja disrupc®o € 108
V.m 1. Determine o raio minimo de uma esfera met§
lica que possa estar ao potencial de 1 milh&o de Vo
sem que haja disrupcéo do ar.

Exercicio 1.19 : Um cabo coaxial de comprimento

muito grande quando comparado com a sua espessira

(in nito), é constituido por um condutor cilindrico de

raio R1 e por uma malha cilindrica condutora, de raio

interno e externo respectivamente, e R; (R3 >

R, > R 31). O cabo foi ligado a uma bateria que

carregou 0 cabo interior com uma densidade de car
(C:m 1), sendo a malha ligada a terra.

a) Determine o campo eléctrico nas varias regiog
do espaco. Esboce o graco de(r).

b) Calcule a diferenca de potencial entre os cabog
desenhe as linhas equipotenciais.

c) Calcule a diferenca de potencial entre 0 condut(
exterior do cabo e um ponto a uma distancia
radial R 4 do centro do caboR4 >R 3)

Exercicio 1.20 : O gerador de Van der Graaf foi inven
tado para produzir um potencial eléctrico elevado e des
forma funcionar como acelerador de particulas (electro
tatico). O gerador é formado por uma coroa esféric
metalica que é carregada a partir do seu interior. A cq
roa esférica possui raios interno e extelRg = 0 ; 25

m eR, =0 ;30 m. Uma correia de borracha é accio

°4

=

|

A

nada por um motor e transporta cargas até ao interia

r

ts

ja

LS

da coroa esférica onde séo recolhidas por um o con-

dutor que liga a correia a coroa. Considere que, apesar
da abertura na parte inferior do gerador para passar a

correia, € uma boa aproximacgao considerar que no pro-
blema hé& simetria esférica, desde que nao se esteja junto
a abertura.

a) Determine o campo eléctrico num pontd, a
uma distanciar > R , do centro da coroa es-
férica condutora, em funcéo da carga depositada
na coroa,Q.

b) Sabendo que o campo eléctrico maximo que o ar

suporta sem que haja disrupcadg, =3  10°

V.m 1, calcule o potencial maximo a que pode

car a coroa metdlica.

Calcule a diferenca de potencial entre os pontos
B e C e explique resumidamente porque razéo
as cargas se dirigem da correia para o exterior da
coroa esférica.

Exercicio 1.21 : Uma carga pontual g encontra-se a
uma distanciad de um condutor semi-in nito, que se
encontra ligado a Terra ( = 0) e portanto todos os
pontos do plano X = 0;y;z) estdo a um potencial
nulo. A resolucéo deste problema pode ser feita com o

ta denominado método das imagens que consiste em subs-
S_

tituir o condutor por uma carga imagerrqo, colocada
simetricamente em relagdo a superficie do condutor. Os
dois problemas serdo equivalentes do ponto de vista do
potencial criado no exterior do condutalesde que o
potencial na superficie do condutor seja também
nulo.
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N

< A

a) Determine a carga imagemu,o.
b) Determine o potencial criado pela cargge pelo

condutor num ponto P fora do condutor, na sug
proximidade p (x <d;y; 0).

Determine o campo eléctrico no mesmo pontd
Ep . Particularize parax = 0, ou seja, para a
superficie do condutor.

c)

b) o campo eléctrico na vizinhanca da Terra;

¢) a densidade de carga induzida na Terra.

Exercicio 1.23 : Ujilizando a lei de Gauss generalizada
e a lei das malhas ( E d™ = 0) veri que que junto

a superficie de separagéo entre dois materiais de cons-
tantes dieléctricas ; e"»:

a) a componente do campo paralela a superficie é
continua: E1x = E¢

b) componente do campo perpendicular a superfi-
cie ndo é continua e, se existir uma densidade de

carga ,verica-searelagdo!E;, "2Ez, =

Campo eléctrico nos materiais dieléctricos

Exercicio 1.24 : Uma molécula de agua é composta
por dois gruposOH. Num grupo OH um atomo de
Hidrogénio (H) liga-se a um atomo de Oxigénio (O)
comportando-se o conjunto como um dipolo eléctrico,
com uma cargat+q no hidrogénio e uma cargag no
oxigénio, em quey = 0 ; 316 e.

d) Determine a densidade de carga na superficie ¢lo 0
condutor, (y), e esboce as linhas de campo 104
eléctrico. /—\
e) Calcule a forca exercida pelo condutor sobre |a
cargaq.
Exercicio 1.22 : Uma nuvem num dia de tempestadd a) Calcule o mqmento dipolar do conjunt_o (A)H-for-
pode ser representada por um dipolo eléctrico com uma mado pe!os e}tomos,, sa_bendo que a distancia en-
carga de 10 C. A parte inferior da nuvem estd a umg tre os dois nicleos € d=0,97A.
altura deh; =5 km acima do solo e a parte superio b) Uma molécula de &gua é constituida por dois gru-
ah, = 8 km acima do solo. O solo estd molhadq pos OH fazendo um éngulo de 104 Calcule o
e pode-se considerar um bom condutor. Utilizando (o momento dipolar da molécula da agua.

método descrito no problema 21, determine:

a) a expressado do potencial eléctrico
(x;y;2 ), naregido0 <z <h q;

Determine o campo eléctrico criado pela molé-
cula para distancias (r) muito maiores que as dis-
tancias internucleares e na direccdo do momento
dipolar. Calcule o seu valor a 10 A de distancia.

<)

Exercicio 1.25 : Uma esfera condutora de raiR, é
revestida com material isolante de constante dieléctrica
relativa";, =5, de forma a obter-se uma esfera de raio
R,. Durante o processo de fabrico a superficie interior
do isolante adquiriu uma carga electrostatica

a) Determine o campdd em funcdo da distancia
ao centro da esfera,.
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b) Determine o campd em funcao da distancia ao
centro da esferar .

c) Represente gracament® eE.

d) Determine as cargas de polarizagdo nas supeiffi-

cies do isolante.

Exercicio 1.26 : Uma esfera de material isolante de
constante dieléctricd e raioa esta uniformemente car-
regada em volume, com uma densidade de carge
imersa no vacuo.

a) Determine, explicando detalhadamente todos g
calculos efectuados, o campo eléctriEodentro
e fora da esfera.

b) Determine a expresséo do potencial eléctrico de
tro e fora da esfera.

c) Calcule as cargas de polarizacdo (em volume
superficie) existentes na esfera.

Exercicio 1.27 : A permitividade eléctrica de um meio
in nito depende da distancia radialr() a um centro de
simetria segundo a expressdo= "p(1+ a=r) com
a > 0. Uma esfera condutora de rai@ e cargaQ é
colocada naquele meio e centrada em= 0 . Deter-
mine:

a) o campo eléctrico em funcéo de r;
b) o potencial eléctrico em funcéo de r;

c) o vector de polarizacdd?, em funcéo de r;

d) a densidade volumica de carga de polarizaggo

existente no dieléctrico;

e) a densidade de carga super cial de polarizacga
no dieléctrico;

f) a carga total de polarizagdo existente no dielég-

trico.

Condensadores

Exercicio 1.28 : Um condensador plano tem armadu
ras quadradas de lado separadas de uma distancig
sendo” >> d No seu interior existe um dieléctrico
linear e ndo homogéneo com uma constante dieléctri
relativa", = 1+ ay , sendoa uma constante positiva.

’]_

a) o campo eléctrico dentro do condensadBr, su-
pondo que o condensador esta ligado a uma bate-
ria de tens@ov (armadura positiva eny =0 );

b) a capacidade do condensador;

c) as densidades de carga de polarizacdo em fungéo
da tenséo da bateriay .

€ Exercicio 1.29 : Considere um condensador esférico
constituido por duas superficies condutoras concéntri-
cas. O condutor interior tem um raidk ; e condutor
exterior com a forma de uma coroa esférica, tem raios
R e R3. Antes de se colocar o condutor exterior, que
se encontra neutro, carregou-se o condutor interior com
uma cargaQ.

a) Determine a capacidade do condensador.

b) Determine o potencial do condutor exterior em
relagcéo a terra.

¢) Admita agora que se liga o condutor exterior a
terra.

c.1) Determine a carga total existente no con-
dutor externo e o campo eléctrico na regiao
exterior do dispositivo.

c.2) A capacidade do condensador altera-se? jus-
ti que.
10

Exercicio 1.30 : Os ides no interior e no exterior de
um neurénio estdo separados por uma membrana plana
de 10 ® m de espessura, que se comporta como um
isolante com uma permitividade eléctrica= 8 ".

a) Qual é a capacidade de cm? desse neurénio?

b) Qual a capacidade d& cm ? de neurénio no caso
de a membrana ter uma permitividade eléctrica
igual & do ar.

¢) Sabendo que o campo eléctrico devido aos ibes
gue se acumulam a superficie da membrana neu-
ronal é da ordenl0® N=C , calcule a diferenca

ca

Determine:

de potencial a que esta sujeito o neurdnio.
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d) Determine a carga por unidade de superficie @
membrana neuronal.

a

Exercicio 1.31 : Um condensador de faces paralelq
de &reaA e separadas de uma distanala(d << A )
encontra-se carregado com uma carga elécti@aDois
materiais dieléctricos de permitividades eléctricase

b) Determine a distribuicdo de carga na superficie
das armaduras.

c) Determine a densidade de carga de polarizagéo
na superficie dos dieléctricos.

d) Determine a capacidade do condensador.

2 sdo colocados entre as placas condutoras, de acoldogyercicio 1.33 : Um condensador esférico é constituido

com a gura.

+Q -Q

i

7

d/3 2/3d

Determine os vectores deslocamento eléctridq,
e campo eléctricoE, no interior dos dois dieléc-
tricos do condensador.

Determine a capacidade do condensador.

Determine a densidade de carga de polarizac#o
nas superficies dos dieléctricos.

Exercicio 1.32 : Um condensador plano é constituidg
por duas armaduras paralelas de ladseparadas de uma
distanciad. O espaco entre as placas esta preenchigo
por dois dieléctricos lineares e homogéneos de permiti
dades"; e",, de acordo com a gura. O condensado
esta ligado a uma fonte de tensédo cuja diferenga de p
tencial aplicada é/ .

<.

[®]
T

d
S

112

L

T

a) Determine o campo eléctrico no espaco entre as
armaduras.

©

por um condutor de raioR; e uma cavidade esférica
condutora de raio interndR, e externoR3. O espaco
entre as armaduras metdlicas esta preenchido por dois
dieléctricos de permitividade; e, ("1 > " 2), cuja su-
perficie esférica de separacédo possui Rip. Suponha
que a armadura interna do condensador foi carregada
inicialmente com uma carga +Q.

Determine o campo eléctrico existente em todas
as regibes do espaco e esboce num gra co a sua
magnitude em funcéo de.

a)

b) Determine o potencial eléctrico existente nas va-

rias regifes e faca a sua representacao gra ca.

Determine a capacidade do condensador.

<)

d) Calcule o vector polarizagdo nas varias regifes.

Identi que as regibes onde existe carga de po-
larizacdo e determine as densidades de carga de
polarizacéo.

Exercicio 1.34 : Um cabo coaxial € constituido por
um condutor cilindrico interior de rai® 1, e uma coroa
cilindrica condutora de raioR > e R3, existindo no es-
paco que separa os condutores um material dieléctrico
de permitividade". Consideremos o comprimento do
cabo ,”, muito maior queR 3.

a) Determine a capacidade do cabo por unidade de
comprimento.

b) Determine as distribuicbes de carga de polariza-
¢do por unidade de comprimento no caso de ligar
0 cabo a uma fonte de tenséo V.
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Energia electrostatica e Forcas

Exercicio 1.35 : Considere uma gota de chuva de forma
esférica, comum rai® =2 mme umacarg® =10 °
C uniformemente distribuida pela sua superficie.

a) Calcule o potencial eléctrico a que se encontraja

gota em relacdo ao innito e a sua energia po
tencial electrostatica.

b) Suponha que em determinado momento a gota se

divide em duas gotas iguais, igualmente esféricas
e gque estas se afastam muito. Averigue se esta
nova situacdo corresponde a um ganho ou uma

perda de energia electrostatica.

Exercicio 1.36 : Duas cargas|; €, séo colocadas res-

pectivamente em dois pontos A e B que estdo separados

por uma distanciad.

a) Determine o potencial eléctrico nos pontés e
B, assumindo o potencial nulo no in nito.

b) Determine a energia potencial electrostatica dp
sistema de duas cargas.

c) Utilizando o resultado da alinea b) determine a
forca eléctrica que a carggy exerce sobre a carga|

gz2.

d) Diga, justi cando a sua resposta, no caso de ter
mosqg; = (2, como poderiamos adicionar umg
terceira cargags ao sistema sem realizar traba-
Iho.

Exercicio 1.37 : Os 0ssos humanos sdo piezoelécti

COS, ou seja, quando sujeitos a uma pressdo produzem

uma diferenga de potencial. Esta diferenca de potencial
€ fundamental no processo de xac¢do do calcio. Pgr
exemplo, para ndo descalci carem quando estdo em Qr-

bita, os astronautas fazem exercicio fisico. Pessoas cpm
0ssos partidos ndo os podem exercitar e uma terapia uti-
lizada para promover a xagao do calcio nestas situacoes

€ a aplicacdo de uma diferenca de potencial exterigr

il

a=0,025 mI

b=0,05m

a=0,025 mI

Fig 2
a) Sabendo que a tensédo aplicada aos eléctrodos é

45 V, calcule o campo eléctrico no interior do
0SS0.

b) Sabendo que a area dos eléctrodos é 45coal-
cule a capacidade do sistema.

c) A densidade de energia eléctrica € maior no 0sso
ou nos tecidos? Justi que.

Exercicio 1.38 : Uma placa condutora de lado é car-
regada com uma carg®.

a) Determine o campo eléctrico num ponto a uma
distanciad muito proximo da placa.
Nota: Pode considerar a aproxima¢ao do plano
in nito.

b) Uma segunda placa condutora, também de lado
" e carregada com uma cargaQ, é colocada a
uma distanciad da primeira, formando um con-
densador de faces paralelas. Determine a forca
exercida sobre esta segunda placa.

Considere a aplicacdo de uma diferenca de potencial aExercicio 1.39 : Um condensador plano com armadu-
um braco, de acordo com a gura. Embora a aproximg- ras quadradas de ladoe distanciadas dé (d <<~ ),

¢do sO seja valida na zona central dos eléctrodos, paraé ligado a uma fonte de tensdd . O espago entre
efeitos deste problema vamos considerar a aproximagéoas armaduras do condensador encontra-se parcialmente
do condensador de placas in nitas. Os eléctrodos est@io preenchido com uma material dieléctrico de permitivi-
isolados mas a espessura do isolante pode ser despredade"”. O material dieléctrico pode mover-se segundo

zada.

a direccao do eixo dosx .
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a) Determine a capacidade do condensador em fup-
¢cdo da posicdo do dieléctrico.

b) Determine a energia armazenada pelo condenga-
dor em fungédo da posicéo do dieléctrico. Esboge
a curva da energia em funcéo da posicao do die-
léctrico.

c) Determine a forgca exercida sobre o dieléctrico.

Exercicio 1.40 : Um condensador esférico é compostp
por um condutor de raid? ; envolvido por uma pelicula
condutora deforma esférica deral®,. O espaco entre
os condutores estd preenchido por um material dieléc-
trico de permitividade eléctricd. O condensador esta
ligado a uma fonte de tensdo que carrega o condutpr
interior com uma carga.

a) Calcule a energia armazenada no condensador.

b) Calcule a pressao exercida sobre a pelicula exte-
rior devido ao campo eléctrico.
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1.4 Solucdes dos exercicios propostos

_ — + a
1.1 a) P = mg 1.10 a) = g =2
Fez 1 Q%
e 16 " o Z2sen 2 X by E= ;2 1 1 !e
T+ Fe+ P=0 4" o x2 I+ & X
!
3 _ 1 1,942 c) E= 2_Le
b) = g (%) ) B aoies
d angulosy = 20 17 111 = d d+a
no caso de pequenos angulo = 5 - . a) Q1= Q2 g~ drar T
Q:' 055 10 6[C]
1.2 a) F =+42 ;7(ux +3 tty) [N] . .
b) Néo faz sentido.
b) Ponto que dista 14 cm da origem segundo a di-
recGaor = tx +3 thy 112 Q=3:6 C
c) 13;8 kg 113 a) E = ﬂj%l*z
1.3 W = qEoxg b) E = 5o p=2—ty
2" a2+ z2
14 a) E = Euy
1.15 a)r<a :E=0
2 . - a 2
b) (x)= 2Ig|0%= % x 2 r>a .E'—w T Hr
d) x =0, equilibrio estavel b) Ug = q (r = a)= qf"—o
n
L5 @) =gl xPe(y d=2)? 1T 116 @) A= o
- A
X2 (y+d=)? B % IRT
B
- - - Q9 1
b) E(xy)= 5 & = b) Ea = T oRTT
- 1
Fr = Xax +(Y g—)tfy Es = 4..0¥Ur5
o= Xyt + Du
x T(y+ 3)ty ¢) Qa = R/Fjﬁgs
- 0) = qQ _ d _ RpQ
c) E(x; 0) y <2 (4)2 3=z ty Qs = RAiiRB
. — d -
E(x>>d; 0)= 4,90X—3uy 1.17 a) =0
vy= _4a 1 1 b) Na superficie exterior do condutor 6co.
EQ:y)= 775 o 92 v+ 9)2 by ) p
a4 2 c) Néo.
E@O;y>d )= 5 Ty
1.18 R =33 cm.
d p= qd
1.1 <R E =
E(x>d 0= Lt P o ar ! 0
N 0% R1<r<R 2:E= 5oty
EQO;y>d )= 2" 0y3 R <r<R 3:E =0
16 ) o r>R 3:E =0
. a) p=
b) V = 5+—1In B2
- _q 1 1 0 !
D E= N e 9 V=0
- _Q 1
0 E 4-?’ngTzux 1.20 a) Ea = g2t
b) (R2)=900 KV
1.7 a) E = Eu,
E(z)= -— Rz (z2+ R2) 3=2 c) B c =0;parar<R , tem-seE =0 (e
2" —
portanto = constante) sendo o comportamento
b) (2)= R (z2 + R2) 1=2 do sistema é idéntico ao de um condutor esférico
0 de raioR>.
c) E= 1 121 a) q0 - q
1.8 a) (2)= 7 az+ z2 j zj v-y Y= _4 n 1 n 1
° b) (xyiz)= g7y P (d x)2+y2 ' (d+x)2+y2
— @ _- z p z
b) E; = @z 2" jzj a2+ z2 ¢) E = q d x i d+ x
A0 (4 x)2ry2)%TE 0 ((dex)2ey2)®TE
¢ lm E; = +—%;
all 2" jzj?’ y y
N&o, porque o potencial da solugdo anteriormente ((d x)2+y2)3%=2 ((d+x)2+y2)3=2 ty
apresentada tem o ponto de referéncia nal . Parax =0, E(y) = 2C'|'d0 s ;2)3=2 by
1.9 a) E= .+ p2—u "
) B = g Pongey ) (v)= "oE(Y)
- 1 - 1 q2
b) E‘—ﬁ)TU‘y e)F— mwﬂx
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122 &)  (xyiz)= g cl) Qe = Q
X2+ y2+(hy z)2 172 E=0
X2+ y24(h1 2)2 1=2 c.1) Nao se altera.
X2+ y2+(hy+ )2 12 130 a) C =710 nF
X2+y2+(h2+ 2)2 1=2 b) C =89 nF
c) V=10 2V
b) E= 525 d =7 nCcm 2
2 2 2 3=2
hi1 x+ y*+ hf i 1.31 a) D = g_ux
3=2
ha x2+ y2+ h% tz Ei1 = A91ux
9 = oE E2= b
- 3A _"1"
124  a)p=5 10 ¥ Cm b) C = “§ zi+%;
by p=6 10 30uy, C.m; vectoriaimente, corres- ©) po (0)= 270
ponde a soma dos momentos dipolares das duas g ) 1..0
ligagbes OH. pol (d) =+ x
d=3) = + Q "1 "o 2_ )
0 E= 202 vim; E(r=10 A)=10 8 V/m pol (0=3) A 1 2
_ Vv
125 a) D =0 (r<R 1) 132 &) E1= E2= §
D= ;24 (r>R 1) b) 1= 2V
b) r<R 1:E =0 2=%
: Q
R1 <r<R 2.E'Q— Tz 0) ool _ ("1 " )L
P po = d
r>R ZIE_W‘:” " " v
2 pol = ("2 )d
d Qpa (R1)=  £Q d) C= & 3+ 2
Qpol (R2) =+ %Q C=Ci1+ C2
1.33 a) E=0; r<R 1
1.26 a) r<a :E=3rTu3r E—491}2ur, R1<r<R g
r>a :Ezaf"oﬁur E:492}2ur, Rg<r<R 2
3 E =10 R2<r<R 3
— a Q 1
b) r>a R E= =5t T>R 3
r=a: = ;,_0 o h1 . . . .
2 2 2 —
r<a =gt 4 S b) (r<R )0 =7 Sry* 7 Ry Rs
1 1 1
€ po = 1 > & L
. .- Q 11 101
ool = 0 (R1<r<R g): _TTOW+7 Ra
1 1 1
1.27 a) r<R :E =0 ror QR°h1 . Lo
>R CE = R eyt (Ro=r=f 2 _§17F+i r
(R2<r<R 3): = 7~ g,
Q 1 R+ a 0 3
b) r<R moall TR (r>R 3): = Q11
4 or
r>R = ;2-Ltin =2 4
° R e S e S
_ Q "1 1 d "2 d 2
¢ P = it (ra+a)urr>R o
. d P=("1 "o)E, no dieléctrico 1;
d r>R © po = 7 izprayr P=("2 "o)E, no dieléctrico 2.
e) r=R: po e L CEY € po(r=Ri)= 1 45{
f) Qpa =0 pol (= Ry)=+ 1 % 485
= \% = + = "70 Q
1.28 a) E = muy pol (r Ry) 1 T2 4R 2
_ 2 po (= Rz)=+ 1 & 2,
b) C = In(1+ gd) 2 4R 35
0 "
_ aZ" v 134 a C = 2
9 el = @w)Znar ) n &2
pol (0)=0 " "
PRI b) poi (R1)=  —Z—(" "0)
pol (d) = I+ ad)In(@+ ad) R
R R pol (R2)= pol (R1)
129 a) C=4 " o R1R2
Rz Ri 135 @) = ;R-g
- _Q 1 _ .
b = i Ug =2:2 J
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1.36

1.37

1.38

1.39

1.40

b) A uma perda.

— 1
a) A = 4? od
- 91 1
B ~ 4" o d
- 1
b) Ug = 3924
— 1
) F= 302 Go

d) Trazendo a carga para um ponto da superficie
equipotencial = 0, constituida pelos pontos
equidistantes das duas cargas.

a) E =600 V/m.

b) C =1 pF.

C) Ug = %,osso.
Ug = g tecido.

a) E = 28.,0

Q2 -

b) F = PRAr (atractiva)

) C= B(x+(" X))
C= 3 C+x("r 1)
C=C1+ C»

b) Ue(x)= 3C(x)V?2

©) Fx = 2v25'("r 1)

-5 « _R3R 2
a) Ug =2 " gaBzv
by P= .v2 R 2—2-1 (para dentro)
2 R2 (R2 R1)
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Capitulo 2

Corrente eléctrica

2.1 Introducao

Uma corrente eléctrica consiste no movimento ordenado dgas eléctricas num
dado meio. O nimero de cargas eléctricas que atravessam wada duperficie po
unidade de tempo, corresponde a intensidade de correntdraé que atravessa ess
superficie:

dQ

I = —[A 2.1

o [A] (21)
A quantidade de carga eléctrica que atravessa a superfigia imtervalo de tempo
t, sera dada por:

z t

I dt [C]
0

2.2)

Por convencéo o sentido da corrente é de nido pelo movimettds cargas positivas.
Isto signi ca que nhum condutor, caso em gue as cargas que Seemcsao negativas

(electrdes), o sentido da corrente é contrario ao do movitoetias cargas.

A densidade de corrente eléctrica num dado ponto do meio me{edepende da
densidade de carga portadora da corrente[C:m 3] e da velocidade associada
carga,v:

J= v [A=m ?] (2.3)
Se um material possuir uma densidade de portadores de ddrgan 3] e se cadal
portador possuir uma carga [C], a densidade de corrente eléctrica pode escrever

J= Nqgv (2.4)
A corrente eléctrica que atravessa uma superf&i€ o uxo da densidade de corrent
através dessa superficie:

Z

J ndS
s

(2.5)
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Nos anos de 1825 - 1827 Georg Simon Ohm veri cou experimergate que a
densidade de corrente eléctrica que percorre um condutaropgrcional ao campg

eléctrico aplicado, sendo a constante de proporcional@acd-ondutividade do cont

dutor, I'm 1]

el

J= (E (2.6)
Esta lei € conhecida como lei de Ohm local, uma vez que é validaada ponto de
um meio condutor, e pode também ser escrita em funcéo do swvda condutividade
a resistividade do condutor =1 = [ m]:

E= T (2.7)
A sua correspondente lei macroscdépica, a conhecida lei da,@blaciona as gran
dezas também macroscopic& e | mas pressup8e o conhecimento da resistén
do condutor,R [] , cujo calculo abordaremos mais a frente

V =

RI (2.8)

Ainda que menos usual é também possivel escrever esta lebconrerso da resist

téncia, a condutanciaG [S]

|l = GV (2.9)

cia

Para manter a corrente eléctrica estacionaria o campo eiéattem de realizar tra-
balho nos condutores reais (meios em que existe uma resistén passagem d
corrente). Consideremos os portadores de carga existemies elemento de volumeg
dV . SendoN a densidade destes portadoreq @ sua carga individual, no element
dV existird uma carga

dQ = Ng dVv
e a forga que o campo eléctrico exerce sobre essa carga sera
dF = dQ E = Ng EdV

relembrando que a poténcia de uma forca pode ser obtida palopsoduto interno
com a velocidade do deslocamentq,podemos escrever a poténcia dispendida p
forga eléctrica sobre o voluna :

dP = dF = Ngv EdVv = J EdV
ou, de nindo a densidade de poténcia como a poténcia por ad&de volume,

dpP

_:J"
dv

E = JE (2.10)

p
Esta é a densidade de poténcia despendida por efeito de lotddmente e a poténcia
total despendida por efeito de Joule pode ser calculada edoto volume de um
condutor somando a contribuicdo de todos os seus elementogotlme:
z z
pdv =
\%

P = JE dVv

\%

(2.11)

O

ela

Lei de Ohm

Lei de Joule

dv

o\ F
@
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O principio fisico de que a carga é uma grandeza que é cord®rgem todos oS
processos e transformacdes permite-nos encontrar um eguagportante que ca-
racteriza a densidade de corrente eléctrica. Consideramsecerto volumeV que
contém no seu interior uma carg® cuja densidade de carga € Se houver um
uxo de carga positivo que atravessa a superficie frontelesse volumeS, isso
signi caréd que a carga dentro do volume vai variar no tempangghuir):

d
J nRdS = —Q
|'S dt
d
J RdS = —  dv (2.12)
s dt vy
roJ= %& (2.13)

As equacBes da conservacdo da carga no caso do regime ewtdojoem que
@ =@t= 0, apresentam uma forma mais simples:
I

J nrdS =0 ; r
S

J=0 (2.14)

A equacao da conservacdo da carga em regime estacionari@ mdas que a lei dos

nés e descreve matematicamente o facto de a corrente queaemtima superficieg
fechada (um nd) ser exactamente igual a corrente que de | sab total zero):

(2.15)

A lei das malhas foi ja& encontrada na electrostatica e mantenvalida para 4
corrente estacionaria (em rigor, é valida desde que naaaxicampos magnéticos
variaveis):

E=0 (2.16)

Esta lei estabelece que num circuito fechado (uma malha)raade todas as tensde
sera igual a zero:

X
Vi

0

(2.17)

Conservacéo da carga
eléctrica

N

Leis de kirchho
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Como no exterior de um condutor ndo ha corrente elétricatqua sua superficie a Campo eléctrico dentro

densidade de corrente eléctrica tem de |he ser paralela (eeote ndo pode sair dq dos condutores
condutor!):
J = Jx (2.18)

E, pela lei de Ohm, a densidade de corrente é paralela ao cagtgmirico pelo que
também o campo eléctrico junto & superficie do condutor Ihgaéalelo, cando as
linhas de campo eléctricencerradaso interior do condutor: +

E = Ey (2.19) -

Desta forma, os condutores comportam-se cogeminhospara o campo eléctricd
(para fornecer a tensdo de uma bateria a uma lampada bast&Ibg com cabos
condutores, ndo importa a sua geometria).

O célculo de uma resisténcia eléctrica, quando nao se tratamh condutor de seccap Resisténcia eléctrica de um
constante, pode nao ser simples. Como método geral pode arfrse o calculo dg condutor

resisténcia eléctrica de um condutor passa por calcularreecte, | , que o percorre
em funcéo da tensdo que lhe é aplicada, Depois de determinadas estas dugs
grandezas, a resisténcia eléctrica é dada simplesmente por

\%

R= + (2.20)

Quando temos dois condutores de resistén&ase R » ligados em série a resisténcja
total do sistema é dada por

R=R:1+ R> (221)

Quando temos dois condutores de resisténdiase R, ligados em paralelo a resis
téncia total do sistema é dada por:

1 1

= - (2.22)
R R:1+ R>»

Partindo da equacéo local da conservacdo da carga pode ¢raese a equacdqd Escoamento de carga
diferencial que rege o escoamento de carga num meio de condade ndo nula.
Considere-se um meio de condutividade que tem no seu interior um elemento
de volumedV com uma quantidade in nitesimal de carga, de densidadédQ =
dV ). A equacdo local de conservacdo da carga relaciona o uxcatga através

da superficie in nitesimal fechada que envolve o elementdovdlume,S, com a J
variagdo no tempo da densidade de carga existente dentrtades \ p/
T+ Q =0 x
@t
Tendo em conta que a relagdo entre campo elétrico e densidadmrrente existente o
no condutor obedece a lei de Ohm locdl,= . E, obtém-se: Cc
@

cF E+ —=0
@t
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Uma vez que o uxo do vector deslocamento eléctrico atravéssdperficie in nite-

simal S, se pode obter a partir da lei de Gauss generalizada,D = , e queo
campo eléctrico se relaciona com o vector deslocamentdrédéca partir da relacéo
constitutiva do meioD = " E, pode-se escrever:
@
cwt ==0
@t

A solucao desta equacéo diferencial é
= e (2.23)

A constante de tempo associada ao escoamento da cdf@aé entdo

= — (2.24)
[

Esta constante de tempo é da ordem d® °s nos condutores (escoamento in

tantaneo!), da ordem das décimas de segundo em papel, danomdizs dezenas d

minutos em borrachas comuns e de milhares de anos em pléstispeciais como
0 caso do PTFE (Te on).

(2]

D~ (D

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)

53



Capitulo 2

2.2 Exercicios Resolvidos
2.2.1 Velocidade de deriva dos electrboes

Num o de cobre com uma seccd® de 2 mm de didmetro passa uma corrente
eléctrical = 16 A. Sabendo que a densidade do cobre & 8 ;95 g:.cm 3,
que o seu nimero de massaAé= 63 ;5 g:mole ! e considerando que existe
electréo livre por 4tomo, pretende-se calcular a veloceldd deriva dos electrbe
(a componente da velocidade dos electrbes que, sendo odderaia a corrente
eléctrica)

" =

A densidade de corrente no condutor
Sendo o o de cobre homogéneo, a corrente eléctrica estdonmiémente
distribuida e a densidade de corrente é constantes no seuiant Podemos|
entdo escrever:
Z Z

J ndS = JdS =JS

s
| 16

S
|
S~ R?Z (1 10 3)2

=5:1 105 Am ?2

A velocidade de deriva dos electrbes
Conhecida a densidade de corrente eléctrica, a velocidame alectrdes
pode ser calculada se soubermos qual a densidade de postadoa cargd
de cada portador da corrente eléctrica. A densidade de pimtes de cargs
é

8,95 103 »s
N=—Np 1= —— """ _6;022 10
A 63;5 10 3

3

8:5 1078 electrdean

A velocidade dos electrbes sera entao,

J Ng v

J 51 10°

Ng 85 102 1;6 10 19

=0:38mm:ss !()
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Capitulo 2
2.2.2 Resisténcia de um condutor cilindrico

Consideremos o condutor cilindrico de sec¢&9 comprimento L e condu-
tividade ., representado na gura. O condutor esta ligado a uma fonte |de
tensdoV que Ihe impde uma corrente estaciondtia

Campo eléctrico no interior do condutor

Se o material condutor for homogéneo, de condutividade tamte, a cor-
rente eléctrica esta uniformemente distribuida e a dend@de corrente, tal
como o campo eléctrico (lei de Ohm), sdo constantes. As lintla campo
sdo entdo paralelas ao eixo longitudinal do condutor e témiracgédo da
corrente eléctricatf,) Podemos entédo escrever:

Z Z Z

Corrente eléctrica
A corrente eléctrica que percorre o condutor € o uxo da deasie de
corrente através de uma seccao do condutor. Sendo a normatééd® do
condutor paralela a densidade de corrente temos:

Z Z Z

J ndS = Jds =1 ds=JS
s s s

Resisténcia eléctrica
A resisténcia eléctrica do condutor pode agora ser encalatratilizando a
lei de Ohm:

R =

\Y EL 1
| \]S c

n|lr
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2.2.3 Adicéo de resisténcias em série

Consideremos a associa¢ao de dois condutores cilindressatads, comprimen-
tosL, eL, e condutividades 1 e .2, representada na gura. Os condutore
estdo ligados a uma fonte de tens&o que lhes impde uma corrente estaciondi
l.

Relacdo entre as densidade de corrente nos condutores

Se os materiais condutores forem homogéneos, de condatiédonstante,
a corrente eléctrica estd uniformemente distribuida. Patro lado, a cor-
rente que atravessa 0s condutores é igual. Deste modo, e amsrmndu-
tores tém seccdao igual, as densidades de corrente sdo @éngi constantes
nos dois condutores. As linhas de campo séo paralelas adaigitudinal
do condutor e tém a direccdo da corrente eléctrieg, |. Podemos entag
escrever:

J1= = J= Ju,

Relacdo entre os campos eléctricos nos dois condutores
Conhecida a densidade de corrente, a relacdo entre os camigofricos
pode ser obtida pela lei de Ohm:

E1 2

JF= Ei1= 0By, —=—
¢ ¢ E> cl

Corrente eléctrica
A corrente eléctrica que percorre o condutor é o uxo da deasie de
corrente através de uma seccao do condutor. Sendo a normatééd® do
condutor paralela a densidade de corrente temos:
z z z
| = J ndS = Jds =1J ds=JS
S S S

a corrente pode ser também expressa em funcdo dos campaietict

| = clE]_S
c2 E2 S

Relacdo entre os campos eléctricos e a tensdo aplicada
A tens@o aplicada ao sistema pode ser relacionada com 0S@migOS
eléctricos existentes ou mesmo com cada um deles:

ZL1 ZL1+L2
E, & + E, &
L1
ZL1+L2
E,dz + E, dz
0 L

EiLi+ EsLy= Eq L+ Eq—21,
c2

Ei(L1+ L1|—2)= Eo—2L1+ Ep L,
c2 cl

E> (il—l + L)
c1

\Y

0
ZL

1

o 0N

a

G

Q

C

Q

c2

-
N
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Resisténcia do sistema

Com as expressdes obtidas para a corrente eléctrica e panas@id podemo
agora calcular a resisténcia eléctrica. Por exemplo,zitido as expressde
gue estdo expressas em funcaokle:

\Y El (Ll+ Cl|—2)_ Ll + Lz

—_ — c2

I c1t E1 S c1 S c2 S

comparando esta expressdo com a obtida para a resisténciant€inico
condutor veri camos que

R=R;1+ R>

3
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2.2.4 Adicdo de resisténcias em paralelo

Consideremos a associacao de dois condutores cilindriecsedgfesS; e Sy,
comprimentoL e condutividades c1 € (2, representada na gura. Os condutore
estdo ligados a uma fonte de tens&o.

(2]

Relagdo entre os campos eléctricos nos dois condutores e a tesao
\Y

Se os materiais condutores forem homogéneos, de condatiédonstante,
a corrente eléctrica esta uniformemente distribuida emacadh deles. As
linhas de campo séo paralelas ao eixo longitudinal do coordattém a

direccdo da corrente eléctricazf). Como ambos os condutores estdo

ligados directamente a fonte de tensdo a diferenca de pa&drentre os
seus extremos é a mesma. Desta forma,

ZL ZL
V = E]_ a = E2 a
0 0
V:E]_L:EZL
E]_: E2=E

A densidade de corrente nos condutores e a corrente eléctrica total
Utilizando o resultado anterior e a lei de Ohm temos:

J1 = c1Ed,

Jo = c2EH,

A corrente eléctrica total que percorre os condutores € oouwle cada uma

das densidades de corrente através da respectiva secc@olo$es normais

as seccdes dos condutores paralelas as densidades detedemos:
VA Z

J1 RdS + J, nrdS
S1 SZ

J1S1+J2S,= a1 ESi1+ o2ES
E(c1S1+ ¢2S2)

Resisténcia do sistema
Com as expressdes obtidas para a corrente eléctrica e panas@id podemo
agora calcular a resisténcia eléctrica:

DV EL
I E(c1S1+ ¢2S2)

L

c1S1+ 25

comparando esta expressdo com a obtida para a resisténciaurde
Unico condutor veri camos que
1 1 1
= +

R R; R,

3
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2.2.5 Corrente eléctrica numa coroa esférica

O espaco existente entre um condutor esférico de Rip e uma coroa esférica
condutora de raioR; e R3, estd preenchido com um material de condutividade
eléctrica .. Os condutores estdo ligados a uma fonte que assegura a gpess
de uma corrente eléctrica estacionaria de intensidadéelo condutor interior para
0 exterior.

A densidade de corrente eléctrica

Tendo o sistema simetria esférica e sendo o material homegén. €
constante), a corrente eléctrica dirige-se radialmente abmdutor interior
para o condutor exterior, peld = Jt . Para calcular o modulo da dens
dade de corrente podemos usar uma sec¢éo que € uma supedféiica de
raior (R; <r <R ;). Nesta superficieJ” sera senpre paralelo a norm
a superficie e além disso, devido a simetria do probleinaera constante.,

Deste modo,
Z Z
l= J AadS = JdS =J4r ?
_ |
I = 4y 2

A resisténcia eléctrica do sistema
Calculando a diferenga de potencial a partir da lei de Ohmadsm

z Zg, |
V = E & = — dr
R1 C
1 Rz Ry
¢4 RiR:
\Y 1 R R
R= —= #
[ ¢4 Ri1R,

Densidade de poténcia dissipada por efeito de Joule

,J2
p=JE = —

1 [
c 4r 2

c

Poténcia dissipada por efeito de Joule

Como a densidade de poténcia ndo € constante (depende) téio pode-
mos obter a poténcia total multiplicando a sua densidadeopablume da
coroa esférica. Temos, isso sim, de integrar a densidadeaiéngia no
volume da coroa esférica (em coordenadas esféricas):

Z
P = p dV

v

= il r’sen drdd
0 0 R: c 4r?
| 2 R R

= 2 1o RI2= vV
c4 R1 R»
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2.3 Exercicios Propostos

Exercicio 2.1 : Um feixe de particulas alpha (cons
tituidas por dois protdes e dois neutrdes), com carg
eléctricaq = 2 e, massam = 4 m,, energia cinética
20 MeV/particula e de sec¢d8 =1 mm 2, transporta
uma corrente eléctrica de 0,25A.

a) Determine a densidade de corrente eléctrida,

b) Determine a densidade de particulas existente n
feixe,n.

c) Determine o nimero de particulas alphd,, que
atravessam uma superficie plana perpendicul
ao feixe, em cada segundo.

d) Que diferenca de potencial foi aplicada as part
culas para as levar do estado de repouso ao ¢
tado cinético do feixe?

Exercicio 2.2 : Um cabo de cobre com um comprimentq

=1 kmeumasecgdo dd =10 4 m? tem aplicado

um campo eléctrico de méduleE = 0;05 V:m 1. A

condutividade eléctrica do cobre é;. = 5:8 107
I:m 1. Determine:

a) a densidade de corrente no cabo.

b) a diferenca de potencial entre as extremidades (¢
cabo.

c) a corrente transportada pelo cabo.

d) a poténcia dissipada pelo cabo.

Exercicio 2.3 : Um disco de espessura= 0 ;5 cm

e raioR = 50 cm esta carregado uniformemente com

uma densidade de carga = 10 % C.m 3. O disco
roda com uma frequéncia angular = 50 r.p.m. De-
termine:

a) a densidade de corrente eléctrica existente 1
disco.

b) a corrente total que atravessa uma seccéo d
disco.

Exercicio 2.4 : Um péra-raios termina num condutor
esférico meio enterrado no solo. Uma pessoa dirige-se
sua direc¢cdo quando este recebe uma descarga de 2
A. Sabendo que quando se da a descarga a pessoa ¢
a dar um (grande!) passo, estando o seu pé da frente
50 metros do péara-raios e 0 seu pé de tras a 51 metr

,s.determinada fotocopiadora € = 10 ™

seus pés.

a (Nota: oo =10 2

Im l)

Exercicio 2.5 : Para colocar o toner no papel uma fo-
tocopiadora deposita primeiro uma certa quantidade de
carga sobre uma superficie de selénio. Quando a su-
perficie de selénio € iluminada com a imagem da c6-
pia as zonas claras (com luz) tornam-se condutoras,
o escoando-se a carga que la estava. As zonas negras
(sem luz) mantém-se isolantes, ndo escoando imediata-
mente a carga depositada. S&o essas as zonas escuras
que vao atrair o toner e depois transferi-lo para o pa-

A pel. A velocidade do processo esta limitada pelo tempo

de residéncia da carga no local em que foi colocada.
_ Sabendo que a resistividade do selénio utilizado numa
‘m e que a
sua permitividade eléctrica'®=6 "¢, calcule o tempo
durante o qual a carga depositada se reduz para metade.

Exercicio 2.6 : Um condensador cilindrico de compri-
mentoL e raiosR; e R, (L >> R ), possui entre
0s condutores um material de permitividade eléctrica
e de condutividade eléctrica.. O condensador foi car-
regado electricamente por uma fonte de tensdg com

o terminal positivo ligado ao condutor interior do con-
densador, encontrando-se agora desligado.

1o

© a) Determine a capacidade do condensador.

b) Determine a corrente de fugd § do condensa-
dor através do material que separa os conduto-
res, imediatamente ap0s se ter desligado a fonte
de tenséo (quando o condensador possui a carga
maxima).

Veri que que a constante de tempo associada a
descarga do condensador através da corrente de
fuga, = Ryyga C, é independente das

na
D00
bSta

<)

fuga

do péra-raios, calcule a diferenca de potencial entre

a dimensdes do condensador e relacione o resultado
0S obtido com a equacéo diferencial que descreve o
DS escoamento de carga hum meio condutor.
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Exercicio 2.7 : Uma resisténcia eléctrica, constituidg
por um material de condutividade eléctrica;, possuli
uma forma cénica de alturd. em que o topo supe-
rior possui um raioa e o topo inferior um raiob. A

inclinacédo do cone é pequena (&), pelo que se pode

considerar a densidade de corrente uniforme ao longo do
cone. Sabendo que a resisténcia € percorrida por ufa

corrente |, determine:

a) o campo eléctrico ao longo do condutor.

b) a diferenca de potencial na resisténcia.

c) a resisténcia do dispositivo; particularize o resu
tado para um dispositivo cilindricab(= a).

Exercicio 2.8 : Considere o sistema da gura em que
um condutor esférico de raia esta separado por um
liquido de condutividade eléctrica, e permitividade
eléctrica”, de um outro condutor cuja superficie in-
terna de forma esférica, possui ram Os condutores

estdo ligados a uma bateria que mantém uma diferenga

de potencialV . Determine:

a) o campo eléctricoE, no espago entre 0s condu-
tores (em fungéo de&/).

—_— =

b) a corrente eléctrical , que percorre o circuito.

c) a resisténcia do sistema; esboce o gra co da re-
sisténcia do sistema em funcéo do rdio

d) a resisténcia do sistema quandon>> a ; qual
a relacdo entrea e b para a qual a resisténcia
do sistema € 90% da méxima possivel (quando
b1 )?

Exercicio 2.9 : A medi¢cdo da condutividade da agua
do mar pode fazer-se recorrendo a duas esferas metalicas
de raioa, imersas na agua e su cientemente afastadas,
que se encontram ligas a uma fonte de tend&o

—
o L

a) Determine a resisténcia eléctrica do circuito.
Nota: despreze a resisténcia dos condutores e
utilize o resultado do problema anterior.

b) Admitindo que a leitura da corrente By, deter-
mine a condutividade eléctrica do agua do mar.
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24 S

2.1 a)
b)
c)
d)
2.2 a)
b)
c)
d)
2.3 a)
b)
2.4 12;
2.5 3,7
2.6 a)

b)

c)

2.7 a)

)
2.8 a)
b)
)

d)

2.9 a)

b)

olugcdes

J=0;25Am 2

n =2 ;5101 particulas.m 3
N =7 ;8101 particulas
V =10 MV

J =29 105 Am ?
V =50 V

| =290 A

P =14 ;5 kw
J=5;210 ®r (Am 2)
| =3;2510 ° A

5V

S

— 2"
C= n R2
R

N

l=v 2 _c

In

N

7|

1

fuga = —C isto é, ndo depende da geometria
do condensador e é idéntica a constante de tempo
de escoamento de carga, como seria de esperar.

= 7—27
E c a+b ay
- 1 L
Vo= ¢ ab
L L
Recone = ab R = c R 2

=V 3

R= 122

Rmax (b>>a )= %ﬁ;
R=0;9Rmax ) b=10a
R = 2alC

¢ = 7ay
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Capitulo 3

Magnetostatica

3.1 Introducéo

Em 1784 Coulomb estudou n&o s6 a forca entre cargas eléstmcas também &
forca entre imanes. As suas experiéncias levaram-no a wiorgie existe uma
certa semelhanca entre os fendmenos eléctricos e magmsétizouido magnético
parece ter, pela sua natureza ou pelas suas propriedades,amalogia com o uido
eléctrica No inicio de 1820, ananagico do magnetismo, Oersted leva mais lon
a intuicdo de Coulomb ao vericar quas bissolas sdo desviadas na presenca
uma corrente eléctrica; um 0 com uma corrente € uma espéceithan Esta
constatacdo pode ser considerada como o inicio da unicac®s fenémenos
eléctricos e dos fenbmenos magnéticos, ou seja, 0 inicidetdremagnetismo. Hoje
sabe-se que de facto os dois fendmenos séo diferentes rs@tifes de uma mesm
interaccao fisica e que tudo depende do referencial. No rntapor simplicidade,
na maior parte das aplicagcdes continua a ser mais conveaiestudar os fenémeng
magnéticos enquanto tal.

Magnetismo

)[:]
1 de

Foi também no ano de 1820, apés as experiéncias de OerstedAmpére realizoy
experiéncias que o levam a concluir que a for¢a existenteeethbis os rectilineos
de comprimentod ; eL , percorridos por correntes eléctrichg el » e distanciados
de d é descrita por

l1L1 1oL
F=Km % (3.1)

Ampére concluiu ainda qudentro dos imanes devem haver muitos circuitos my
pequenos percorridos por correntes eléctricas

De nindo um elemento de correntéd como o produto da corrente eléctrica qu
percorre um circuito por um elemento in nitesimal dessecaito, sabemos hoje qug
a forca exercida por um elemento de corrente de um circtiteobre um elementd
de corrente de um circuit@, distanciado de , é dada por

o l2d72 11d71 oy
4 r2

dZF‘lz = (32)

Forca magnética

ito

D
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Capitulo 3
em que
%=-10 7 NA 2 (3.3)
4
sendo ( € a permitividade magnética do vacuo (e do ar!).

A forca entre dois circuitos, da qual o resultado obtido pompere é um

caso particular, pode ser obtida somando a contribuicdo deos os elementos de

corrente de cada um dos circuitos,
I

FlZ = d2 FlZ (34)
2 1

Um facto curioso € o de em geral’F, 6 d?F,;, parecendo a primeira
vista que a terceira lei de Newton nédo se aplica a forca magaétNo entanto, &
preciso lembrar que elementos de corrente ndo existem Bogimas sim integrado
em circuitos fechados. A terceira lei de Newton aplica-sergd magnética mas na
forma Fi, = For.

U7

Uma abordagem mais e caz ao calculo das forgas magnéticasieese revelaria mais Campo magnético - Lei de
tarde imprescindivel para a descricdo dos fenédmenos eleetgnéticos, foi proposta Biot-Savart

ainda no mesmo ano de 1820 por Biot e por Savart. Estes, apdds resultadog
de Ampére, propuseram a existéncia de um campo magnéBcoe de uma lei que
é conhecida pelos seus nomes: lei de Biot-Savart. A semeéhda de nicdo de
campo eléctrico, 0 campo magnético € obtido como a forca pudade de elementg
de corrente sobre o qual é exercida, ou seja, isolando ooefpie o elemento de
corrente gerador da forca exerce sobre o espago. Assim, @emegito de corrente dd
circuito 1 cria um campo magnético sobre um ponko a uma distancia dado por

o0 @1
O campo magnético criado por todo o circuitb no ponto P é obtido somando
(integrando) a contribuicdo de todos os seus elementos decate:
|
B]_ = dB]_ (36)
1

A forca exercida por este campo magnético sobre um elemeatmodrente do circuito
2 é dada por

dF = 102 B (3.7)

E, nalmente, a forca que o campo magnético do circuitoexerce sobre todo 0
circuito 2 é dada por
I

Fo= 1202 B (3.8)
2
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A lei de Ampére é uma consequéncia da lei de Biot-Savart elteeslo facto de | Campo magnético - Lei de
0 campo magnético criado por um elemento de corrente niton@iuir com 1=r, | Ampére

enquanto que o arco que corresponde a uma variagdo angulaaumenta comr .
Desta forma, para caminhos caminhos fechados em torno deentgs, o produto
do campo pelo comprimento do caminho é independente da disééa que corrente
gue deu origem ao campo.

A lei de Ampeére relaciona o integral de linha do campo magmétium caminho
fechado com a corrente eléctrica que atravessa qualqueerigie que tenha comg
fronteira esse caminho fechado. Em geral, e por converaéfeicalculo, considera-se
a superficie plana que se "apoia“"no caminho fechado:

| z
B &= o J rdS (3.9)

Esta lei pode ser escrita na forma local, tendo em conta ode@ de Stokes, coma:

r~ B = oJ_ (310)

Note que na aplicacéo da lei de Ampére, a escolha do sentidirdelagéo no calculd
do integral de linha do campo magnético de ne o sentido damalta superficie plana
delimitada pelo caminho fechado; uma circulacéo percertid sentido anti-horarig
resulta, aplicando a regra da méo direita, numa normal a apopara cima .
A lei de Ampere é (til para determinar:

0 moédulo do campo magnético para certas distribuicbes derecte,
utilizando-se para tal um caminho fechado conveniente;

a densidade de corrente eléctrica se se conhecer a exprgssadescreve (
campo magnético numa certa regido do espago

No célculo do médulo do campo magnético, a aplicabilidade lelade Ampére
encontra-se reduzida a quatro geometrias tipo de distigéioi de corrente:

simetria cilindrica
bobina in nita
corrente em torno de um toréide

plano in nito de corrente

Um dipolo magnético consiste num circuito fechado perawrpor uma corrente Dipolo magnético
eléctrica, sendo o anel de corrente um bom exemplo. O campgnitico produzido
por um anel de corrente de rai@ e corrente eléctricd , em pontos existentes ao
longo do seu eixo (assume-se 0 eixo @ascoincidente com o eixo do anel), fq
objecto de resolucéo na aplicacdo resolv2fy tendo-se obtido:

- 0 2 1
B,= —la® —— 3.11
f2 (a2 + z2)%%2 G4 -

De nindo o0 momento dipolar magnético como,
m=1A (3.12)
em queA é a area do dipolo, cuja direcccdo e sentido, sdo de nidopeesvamente

pela normal ao plano do anel de corrente e pelo sentido daileigéio da corrente
(recordar a regra da mao direital), pode-se reescrever opmmagnético como:
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m
B,= ° _ (3.13)
2 (a+ )%

Os planetas do sistema solar possuem campos magnéticos ajienvde planeta
para planeta mas em primeira aproximagdo, a con guracdo dmpo magnético
corresponde ao produzido por um dipolo magnético. O momaetipmlar magnético
da Terra é dem =8 10?2 Am?. O campo magnético a superficie da Terrp,
calculado com o auxilio da expressao anterior, € da order@:deT .

A aplicacdo de um campo magnéti® sobre um circuito eléctrico de comprimenﬂolnteracgéo do dipolo mag-
L e percorrido por uma corrente eléctrita tem como consequéncia a existéncia daético com campo B
uma forga:

F= d B (3.14)

Caso a corrente eléctrica esteja distribuida em volume elée@m conta que

Id~= JdSd = Jdvol (3.15)
a forca pode-se re-escrever como sendo:
Z
F = (F B) dvol (3.16)

vol

Para se compreender o funcionamento do motor de correnteinan, importa es-| Energia potencial do dipolo
tudar o comportamento de de uma espira quadrada de ladoercorrida por uma magnético

correntel e submetida a um campBe «. Os quatro lados da espira possuem forgas

aplicadas. As forcas existentes sobre os trocos da espinaepdiculares ao pape
colocam a espira em rotacao e as forcas existente sobre aeoUdbis trocos exer
cem forcas deformadoras da espira e anulam-se globalménferca sobre cada um
dos dois trogcos perpendiculares ao papdf & I'B . Sendo o momento dipola|
magnético da espira dado pes = i' 2, pode-se calcular o momento da forca sol
a espira como sendo:

X
N = + F

‘=2F sin  + "=2F sin = I' 2B sin

= mBsinh =m B (3.17)

Portanto, o momento da forga aplicado a espira fa-la rodarfdena a alignar o sel
momento dipolar magnético com o campo magnético externo.
Em termos gerais, a aplicacao de forcas sobre um corpo padsot@o consequéncia
um movimento de translacdo ou de rotacdo, no caso da exisééde um momento
da for¢a. Desta forma, o trabalho in nitesimal realizado édb por:

dW = F d"=F wdt=F (+ r)dt=(r F) Ht
= N d~ (3.18)
A energia da espira no campo magnético correspondera assitrabalho que uma|

forca exterior tera que realizar para a fazer rodar (contremomento da forca deviddg
ao campo).
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Admitindo, por exemplo, que a espira esteja na posi¢cdo delibgio em que o sey
momento dipolar magnético se encontra alinhado com o caBpg¢ = 0) e que
a forca exterior a pretende rodar de um angulamo sentido anti-horario, o trabalhg
realizado vem:
Z Z A
w = ( N) d~ = ( N) d )= mB sin d

0 0 0

= mB (cos 1) (3.19)

Este trabalho, corresponde a energia potencial do dipolgmnésico na presenca d
um campo magnético uniforme. Por razdes de simplicidadea wez que 0 zero dq
potencial ou da energia potencial € completamente arbitrda parte constante dg
expressdo{ mB ) pode ser eliminada, cando entdo a energia potencial doottp
como:

U= m B (3.20)

De notar que a posi¢do de energia minitda= mB se obtém quando =0,
isto é, quando o0 momento dipolar magnético se encontra a@ddicom o campd .

A presenca de um meio material (que néo o ar!) produz efeitngampo magnético
tal como acontecia com o campo eléctrico. Do ponto de vistanmscépico, a matérig
é formada por atomos e estes sdo constituidos por um nucléo & protdes e
neutrfes (carga total positiva) e electrdes que numa viskssica orbitam em torng
do ndcleo. Ao movimento orbital de raio dos electrdes com velocidade angular
e carga eléctrica, corresponde uma corrente eléctrica:

dg dgds e _ e, (3.21)
"dt‘dsdt"zrﬁ%}_z' '
e portanto um momento dipolar magnétican = %erz! . Tendo em conta que

0 momento angular associado ao electrdd. é= + p = mer?! , vem para o
momento dipolar magnético:
e

m = C 3.22
m. (3.22)

Além do mais, existe o niumero quantiGpin associado a particula cuja traducg
classica pode ser vista como uma rotagao da particula emotal® si prépria, a que
corresponde também um momento dipolar magnético. Donde, amento dipolar
magnético atdbmico resultara da soma dos diferentes momedipolares magnético
associados ao &tomo. Por exemplo, o emparelhamento dog@&escnos atomos con
spins oposto$# resulta na soma de dois momentos dipolares magnéticos sicoét
cujo resultado é zero. Uma nota adicional ainda para o factondomento angular

ser quanti cado (mecéanica quantica!), isto €, s6 pode assudeterminados valores
multiplos da unidadezh—, ondeh é a constante de Planck. O momento dipolar do

electrdo de 2 ordem é9:274 2% Am 2.

Do ponto de vista magnético, os materiais dividem-se ens&joe possuiem atomos

ou moléculas com momento dipolar magnéticparamagnéticos e ferromagnéti-
cos - e aqueles que ndo possuendiamagnéticos. Nos materiais ferromagnéticos
a interaccdo entre atomos resulta na existéncia de um alimdato colectivo dog
dipolos magnéticos, em dominios magnéticos.

D

°4

Campo magnético
na matéria
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O comportamento de um material do ponto de vista magnéticeuléa do facto de
este ser formado por atomos e estes possuirem dipolos magset O momento
dipolar dos atomos ou moléculas do material pode ser nulo & rAdmitamos no
entanto estar na presenca de um material paramagnético oofeagnético ao qua
€ aplicado um campo magnétid®,. Tal como vimos anteriormente, 0S moment(
dipolar magnéticos da substancia tendem-se a alinhar comiracdao do campg
magnético. Olhando para o material como um continuo de digpkem cada volume
microscépico do material pode-se de nir um momento mageoeétdipolar,

dm = N dVol (3.23)

ondeM ¢é o vector magnetizagdo cuja unidadeA&Em . Desta forma, a contri-
buicdo dos dipolos para o campo magnético total poderia d#ida integrando o
campo magnético produzido por cada elemento dipalan sobre todo o volume
magnetizado.
Os elementos dipolares da substancia podem ser vistos cor@is de corrente eléc
trica que caso a magnetizagcéo seja uniforme, se anulam reriotdo material. Do
ponto de vista do campo magnético, o efeito magnetizagcdo @aér calculado 3
partir destas correntes eléctricas equivalentesorrentes de magnetizacao - que
se formam no material seja a sua superficie, seja no seuidnteA densidade de
corrente de magnetizacao € dada por:

a superficie do material, I, = M 1/ [A=m ]

onden € o vector unitario normal a superficie do material e que apgpara fora
deste.

no interior do material , 3, = © M [A=m 2]

Se colocarmos um enrolamento de espiras percorrido poentgreléctricd em volta
de um cilindro feito de material magnetizavel de permedhilie , o campo mag-
nético B no interior do material resultara das contribuicfes dasrentes eléctricag
livre existente no enrolamento ée magnetizaca@xistente no material.

I Z
B dA— = Ol tot — 0 | livre + J m dS (324)
s
Tendo em conta qL‘gIm = M e uq_a|nd0 o teorema de Stokes obtemog
seguinte igualdade: ¢ r M) dS = M d*. Obtém-se assim a lei d
Ampére generalizada,
| !
B N
- M d = I|ivre (3.25)
0
| —{z—}
H

ondeH ¢é o vector intensidade de campo magnético. Em meios lineaesagne-
tizacdo do material é proporcional a corrente eléctrica qireula no enrolamento
M = n H. Em materiais do tipo paramagnético,, > 0 e materiais diagné

ticos, m < 0. A relacdo entre 0 campo magnétid® e a intensidade de campp

magnéticoH , obtém-se entédo:

— M =H ) B= oH+M)= o+ n)H = H
(3.26)

D

BT
R

D

|

DS

Magnetizacao

Lei de Ampére
generalizada

nnnnnn |

| Circuitos magnéticos

| Energia magnética
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| Forca magnética

1.0 Condicdes fronteira
E

Continuidade da componente normal do campo B Suponhamos dois meios,e 2, e a sua superficie
de separacao. Pela lei de conservagdo do uxo, 0 uxo do campagnéticoB através de uma superficie cilindrica,
cujo eixo é paralelo a normal a superficie de separacéo dassnéenulo. Designemos para tah; a superficie do
topo do cilindro no meidl, S, a superficie do topo do cilindro no meie S, a superficie lateral do cilindro.

z z z

B = B;: n:dS + B, n,dS + B nrdS =0
S S S

Se zermos tender a altura do cilindro para zerb ¢ 0), o terceiro termo no calculo do uxo anula-se uma vez
que a superficie lateral do cilindro tende para zero. Ficarantdo com:
z z
B = B, n.:dS + B, n,dS =0
Zsl S2

(B]_ Bz) rdS =0
S

Obtém-se entdo a continuidade da componente normal do caBpaa transicdo de meios, mesmo se a superficie
de separacao possuir correntes eléctricas super ciais.

B. B, RrR=0 ) B? = B} (3.27)

Descontinuidade da componente tangencial do campo B Consideremos agora um plano per-
pendicular a superficie de separacéo e neste desenhemosmimto fechaddC de alturah ! 0. A aplicagao do
teorema de Ampeére generalizado ao caminho fechado resuita e
|
H d™= 1y
z° z z z
H, d™+ H, d~= H: H, dT= Js (n dY)
Cl CZ
ondeJs € a corrente eléctrica super cial que passa na superficisefgaracdo e atravessa o caminBode nido.
Resulta entdo:

HY H)= g, (3.28)

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST) 69



Capitulo 3

3.2 Exercicios Propostos

Exercicio 3.1 : Uma espira circular de rai@ situada no
plano XY e centrada na origem é percorrida por um
corrente eléctrica estacionéria de intensiddde Deter-
mine o campo magnétic® num ponto do eixozz, a
distancia genérica do plano da espira.

Exercicio 3.2 : Uma forma de gerar um campo magnét

tico relativamente uniforme numa dada zona do espacd
através de um sistema composto por duas espiras Cir(
lares de raidR, separadas por uma distandi também
e percorridas por uma correnie com igual sentido, tal
como se mostra na gura (bobinas de Helmholtz).

a) Veri que que o campo magnético criado por umd
espira circular de raidR e percorrida por uma
corrente | , num ponto do eixo que passa pelq
seu centro a uma distancia da espira, é dado
pela expressao:

2IR2 22+ R?
2

3=2

B = ty

b) Veri que que o campo magnético criado pelo sig
tema de duas espiras representado na gura
dado por:

B 72 + R? +

= %Rr?
2
(z R)2+ R2 7

bz
: — R dB  _

Veri que que paraz = 3, se tem- - =

Nzota: Derivando mais uma vez obter-se-ia,

‘3,23 =0, o que é indicador de que 0 campq

magnético € aproximadamente constante (até

c)

Exercicio 3.3 : Determine, utilizando a lei de Biot-
Savart, 0 campo magnético criado por um o in nito
percorrido por uma corrente estacionadia a uma dis-
tanciar do o.

Exercicio 3.4 : Uma espira quadrada de ladq colo-
cada no planoxy é percorrida por uma corrente eléc-
trica | . Determine o campo magnético existente no seu
centro geomeétrico.

Exercicio 3.5 : Dois os paralelos muito compridos
transportam correntes de = 10 A no mesmo sentido e
encontram-se separados por uma distancia ¢é& mm.

Determine a for¢a que actua e metros de cada
um dos os.

Exercicio 3.6 : Um o rectilineo muito longo transporta
uma correntel ; e na sua proximidade e a distanak

€ colocada uma espira rectangular, que é percorrida por
uma corrente eléctricd,. Determine:

a) a forca que o o rectilineo exerce sobre a espira.

[0S

b) a forca que a espira exerce sobre o o.

c) o momento das forcas que actuam os lados da
espira em relacdo ao seu centro geométrico.

Exercicio 3.7 : Um motor de corrente continua é cons-

tituido por um circuito quadrado de lado, percorrido

por uma correntd , na presenca de um campo magné-
A tico uniforme,B . A normal ao circuito forma um angulo

segunda ordem) na regido entre as espiras.

de 90 com a direccdo do campo magnético.
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a) Determine a forca exercida em cada um dos lad
do circuito.

b) Determine a resultante das for¢cas que actuam n

circuito.

Determine o momento das for¢cad{() que ac-
tuam o circuito relativamente ao seu centro.

d) De ne-se o momento do dipolo magnético comg
m IAR , sendoA a é&rea do circuito. Mos-
tre que poderia escrever o momento das forca

aplicadas ao circuito comtif = m B.

Exercicio 3.8 : Um corta-circuitos de correntes indus-
triais € formado por dois os muito longos de com
primento a, ligados por uma barra metalica de com
primento 2b << a , como se mostra na gura. A
barra contém a meio uma parta mével de compriment
d << 2b, que esta ligada a um ponto xo através de
uma mola. Para deslocar a parte mével e interromper
circuito € necessério exercer uma fof€a=  Fty.

a) Determine a expressao do campo magnétiBaq,
no ponto médio da parte mével da barra, em fun
¢do da intensidade de corrente que circula n
corta-circuitos, | . Despreze a contribuicdo do
troco inferior do circuito.

b) Admitindo que o campo calculado em a) é apro
ximadamente constante na parte movel da barrd
obtenha a expresséo para o valor da intensida
de corrente acima do qual o circuito é interrom

DS

(0]

ll
le

pido.

¢) Utilizando qualitativamente os resultados das ali-
neas anteriores diga, justi cando, qual a forma
geométrica que tomaria um circuito constituido
por um o extremamente exivel, percorrido por
uma corrente, na auséncia de qualquer forca ex-
terior.

Exercicio 3.9 : Um disco isolante de rai®, que esta
uniformemente carregado com uma densidade de carga
super cial , encontra-se a rodar com uma velocidade
angular! . Determine 0 campo magnético no centro do
disco.

Exercicio 3.10 : Numa fabrica de plasticos, devido a
friccdo do plastico nos rolos cilindricos ao longo dos

1S quais é arrastado, gerou-se no plastico uma carga su-

per cial + Sabendo que o plastico se desloca com
uma velocidader, determine o campo magnético junto
ao plastico.

Exercicio 3.11 : Determine, utilizando a lei de Ampere,
0 campo magnético criado por um o in nito percorrido
por uma corrente estacionarig, a uma distanciar do
0.

Exercicio 3.12 : Um solendide bastante longo (compri-
mentoL >> R ) possui uma densidade de espirag é
percorrido por uma corrente estacionadia Determine
0 campo magnético no interior do solendide.

Exercicio 3.13 : O tokamak, acrénimo russo para ca-

mara magnética toroidal, € usado no con namento do
plasma quente ionizado na fusdo nuclear. O enrola-
mento eléctrico tem uma forma toroidal de raio médio

R, possuiN espiras e é percorrido por uma corrente
eléctrical .

a) Determine o campo magnético na circunferéncia
de raioR, que passa pelo centro das espiras.
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b) Veri que que se utilizar a densidade de espiras

P

n, referida ao comprimento da circunferéncia d
raio R, a expressdo do campo ndo depende (
R. Diga qual serd o campo magnético criad
por uma bobina in nita.

Exercicio 3.14 : Um cabo coaxial tem um condutor
central de raioa separado por um material isolante d¢g
um tubo condutor concéntrico de raios interno e extern
b e c, respectivamente. Os dois condutores transpo,
tam correntes eléctricas com sentidos opostos, unifg
memente distribuidas e paralelas aos respectivos eix
A intensidade da corrente em cada um dos condutoreq
I. Determine 0 campo magnético nas seguintes regidd

a) Interior do condutor central(< a ).

b) Espaco entre os dois condutores € r <b ).
c) Interior do condutor exteriorlf <r <c ).

d) Exterior do cabo coaxialr(> ¢ ).

Exercicio 3.15 : Um condutor cilindrico muito com-

prido, de raioa e preenchido por um material de perme}

abilidade magnética o, é percorrido por uma corrente
eléctrica estacionaria ndo uniforme cuja densidade
corrente € descrita pod” = Jort .

a) Determine a intensidade de corrente que atrg
vessa a seccao transversal do condutor.

b) Desenhe as linhas de campo magnético e obten
a sua expressdo para todo o espago<(a e

r>a ). Faca um graco deB (r).

c)
gue aplica ao condutor uma dlferenga de poter
cial por unidade de comprlmenw determine
a condutividade do cilindro, .

d) Imagine que se abria um orificio cilindrico de rai

b no interior do condutor central, a uma distancid

e

Sabendo que a corrente € mantida por uma fonte

gura. Determine, explicando detalhadamente o
seu raciocinio, 0 campo magnéti&® no centro
do orificio.

Exercicio 3.16 : Um cilindro com um comprimento
* =20 cm, muito estreito e feito de um material com
uma susceptibilidade magnética, = 2, constitui o
nacleo de um enrolamento corh50 espiras que séo
percorridas por uma corrente = 2 A. Determine:

N NN NN NANNNNNAN]

L /

[ VUV

e

a) a permeabilidade magnética do material.

b) a intensidade do campo magnétictt , a mag-
netizacdo produzida no materidt e o campo
magnéticoB, no interior do cilindro.

c) as correntes de magnetizacdo no material.

Exercicio 3.17 : Um material condutor cilindrico muito
comprido de raioR e permeabilidade magnética, é
percorrido por uma corrente eléctrica estacionaria, uni-
formemente distribuida, de intensidadie

a) Determine o campo magnéticd®, criado pelo
condutor no seu exterior a uma distanciado
seu eixo (ndo muito afastado do condutor).

b) Determine o campo magnéticd®, criado pelo
condutor no seu interior.

c) Determine a densidade de corrente de magneti-

ha zac&o no condutorJy .

Exercicio 3.18 : Um condutor de cobre, de secgéo cir-
cular, comprido e rectilineo, de raia, est4 coberto
com uma camada de ferro de raio exteribr (b
a+ espessura). Este condutor compdsito € percorrido
por uma intensidade de corrente Sendo a permeabi-
lidade magnética do cobrey e a do ferro e sendo
as suas condutividades eléctricas respectivamergg

R do centro do condutor, tal como indicado na

€ Ee, determine:
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a) adensidade de corrente existente no Colirg( )
e no Ferro {fe).

b) aintensidade do campo magnétidd, e o campo

magnéticoB , em todas as regides do espaco, em

funcdo deJcy e Jke.

Exercicio 3.19 : Utilize as condi¢des fronteira do campq
magnético na auséncia de correntes para veri car que
materiais ferromagnéticos se comgportam como cond
tores das linhas de campo.
Sugestéo: utilize a aproximacaoc>> 0-
Exercicio 3.20 : Nas cabecas de gravacdo magnética
0S campos séo criados por correntes peguenas e paré
obterem campos intensos, utilizam-se entreferros (abq
turas em nudcleos de materiais ferromagnéticos). U
caso simples de um entreferro esta representado na
gura abaixo, em que um nlcleo de material ferroma
nético com a forma de um anel cilindrico de raio méd
R =1 cm, possui um enrolamento d8 = 20 espi-
ras, percorridas por uma corrente de= 1 mA. Nesse
nucleo foi aberto um espaco de largula= 10 m.

a) Utilizando as equacdes que descrevem o cam
magnético, veri que que na fronteira de separd
¢cdo entre o ar e o ferro, se veri ca a conduica
B2 ar = B2 fe.

b) Calcule o campo magnético no entreferm®,; ,
na linha de campo médiar (= R), assumindo
gue o material ferromagnético apresenta para e

tas condi¢cbes uma permeabilidade magnética

Exercicio 3.21 : Um cilindro de espessuea=1 mm e
raioR =1 cm encontra-se magnetizado uniformemente
ao longo do eixaz, sendo a sua magnetizacad
105 Am 1.

a) Calcule as correntes equivalentes de magnetiza-
¢do no cilindro,J, . Esboce as correntes no ci-

lindro.
DS

U-  b) Fazendo as aproximacOes que considerar conve-
nientes, calcule o campo magnétid® no eixo

do cilindro, paraz =0 .

c) Esboce as linhas de campo magnético no interior

\S . R
do disco e no espaco a sua volta.

L Se
I
m

J
0

PO

OJ

10% .
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3.3 Resolucoes
Exercicio 3.8

a) Para calcular o campo magnético no ponto pretendido podézar-se a lei de Biot-Savart; comegando por
ver a direc¢do do campo criado por cada um dos lados do cocwiéri ca-se que a propria barra ndo cria
campo e que cada um dos lados de comprimeafaria um campo segund&,. Como os dois condutores
criadores do campo estdo simetricamente colocados em &elap ponto, pode-se simplesmente calcular o
campo de um dois lados e multiplicar por 2.

4 y4 y4

B - old™ o 5 B = & olkdx sk T2 olsen(dx;ur)
B 4 r2 B - 20 4 r2 - o 4 r2Z
N O VS T S
- o 4 X2+ T XZ+ B2 4 o (X2 + b2)3=2
0 a
B =2 —Ilb—p——t
4 T xZ+ b2
=0 52y
T2 b X2+ 2
Nota: liman  B(a)= 5°it,

b) J& se conhece o campo magnético existente na parte mével e agora ha somente que calcular a forca
gue esse campo exerce sobre a corrente eléctrica que peraqarte mével,

ad
a N 0 2
0 ( X) X 2 h X2 b2 X

A corrente a partir da qual se interrompe o circuito é entéo,
S

F2b ' aZ+ b?

oad

c) Veri ca-se neste problema que o circuito cria sobre umat@ale si proprio uma forcgara fora Se tivermos
entdo um circuito exivel, sem outras forcas aplicads, e dscbs seus pontos forem puxados para fora, este
tomara uma forma circular.

Exercicio 3.17

a) Como se trata de um problema de geometria cilindrica com cwmdutor muito comprido L >> R ),
vamos aplicar a lei de Ampére utilizando como caminho degraedo uma linha de campo, ou seja, uma
circunferéncia de raio > R genérica L >>r também). Neste caso a corrente que atravessa a superficie
de nida pelo caminho fechado é toda a corrente

| Z

H d~: J~ ﬂdS = I :) H2r = I :) H = —d :) B’ = 2__u

b) Neste aplicaremos a lei de Ampére como anteriormente me@rgente que atravessa a superficie de nida pelo
caminho fechado é apenas a fraccdoldgue corresponde a frac¢do de area do condutor que nos irdares
| z 5

r r2 Ir o lr
B dT= J RdS =1 = H2r =1 — = H = 8 = B=——t
R 2 ) R?2 ) 2R 2 ) 2 R2
c)
B
B= oH+M) ( M=— H= — 1H
0 0
Ir
M= —

—t
0 2R 2
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1@V, @M , OM ewm. 1 @m) ewm

Ji = M= + - t
M r @ @z @z @r r @r @
M 1ArM 1ArM
@z ro Q@r r@r
1 Ir I 1@¢r |
= —@ r — 1 ;= — 1 —@—uz = — 1 tt
r @r 0 2R 2 0 2R 2r @r 0 R 2
= — 1 JF

0

A densidade de corrente de magnetizacédo no interior do nigtexiste ao longo do condutor, como a propria
corrente que o percorre. Vamos agora calcular a densidadeodente que existe na sua superficie, e que é
uma corrente por unidade comprimento, existente no perimeta sec¢cédo do condutor.

0 IR

3y = M(R) Req = — 1 o

t tr

|
= — 1 — ",
0 2R

Ser& ainda interessante vericar que a soma da corrente dgmatizacdo no interior do condutor com a
corrente de magnetizacdo na sua superficie € nula. Isto gpmibs ao resultado 6bvio de que o campo
magnético no exterior do condutor é independente das suaprigdades magnéticas.

Exercicio 3.18

a) Jcu = ¢ E ) Jre = ¢ E
O campo eléctrico é igual nos dois materiais pois a diferetiggootencial entre os extremos do cabo € a
mesma, vendo pelo lado do Ferro ou pelo Cobre.

| = Joy a?+ Jpe (B® a%)= ,Ea?+ (. E (b a?
[
:) E =
(cew @2+ ¢ (B2 a?2)

[

J = ceu o

2 (e ait g (2 a) ™)
[

Jre = cre ( bz)

(cey @2+ ¢, (B2 a?2)

b) Como se trata de um problema de geometria cilindrica comaondutor em que. >> R, vamos aplicar a
lei de Ampére utilizando como caminho de integracdo umadidle campo, ou seja, uma circunferécia de raio
r genérico. Como temos dois materiais diferentes aplicaeméei de Ampére generalizada,

I Y4

1
r<a Hy d~= J mdS § Hi2r =Jdcur 2 () Hi= Saur( w)
| Z
H, d~= J nrdS | Ho2r = Jcy a2+ Jee (r?2  a?)
a<r<b
1
=) Hz= o Jeua?+ Jre(r? a%) ()
| Z |
r>b Hs dT= J ndS | Hs2r =1 | Fy = Zr( i)
Como,B = H, vem:
r<a B, = oH:
a<r<b B,= H»
r>bhb Bz= oH3
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Exercicio 3.20

a) Se aplicarmos a equacéo fundamen|t_|aB’ AdS = 0 a uma superficie cilindrica, em que uma das tampas
esta do lado do ar e a outra do lado do ferro, e zermos a altucaailindro tender para zero, veri camos que
a diferenca entre o uxo através de cada uma das tampas é z&tas o produto interno do campo com a
normal a cada tampa é precisamente a componente do campogpelipular a superficie de separacdo entre
o ar e o ferro.

b) Na linha de campo média,
I z z
H d~=1 Heed + Had = NI

Fe ar

De notar que seB ¢ igual nos dois materia$] néo €; na linha de campB , s6 existeB B, a superficie
de separacao.

_ Bre Bar -
Hee@R  d)+ Had= NI QR d)+ d= NI
0
B = NI _ NI _ 10° 92010 3
- 2R 44+ 4 op 4d — 1 210 2+200 10 5(10° 1)
2 10% .
= =4 10°T=40T
2 10 2+20
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3.4

Solucbes

31 B = 2 (R7s22)77 2
33 B = y0iu
34 B=27 o Ly,
35 F =410 2 N (atractiva)
3.6 a) Fi2 =  %l1l2b & 1o by
b) Fa1 = Fa2
c) M =0
3.7 a) F =0, nos lados paralelos aB
F = IB'm , nos dois outros lados
b) P i Fi=0
c) N =12B
39 B= 2R
3.10 B = >V , paralelo a superficie do plastico e per-
pendicular & sua velocidade.
311 B = ytlu
3.12 B = only ;2
313 a) B= ;0NMu
b) B = onlu
314 a) B= 2Ly
b) B = 0Ly
) B= 0L 1 2—22—222— t
d) B =0
3.15 a) I = Jo&al
b) r<a; B = 2Joru
r>a; B = 20433
¢ (r)= %r
d) Idéntico ao calculado em b) parar = R. Pode-
se chegar a esta concluséo utilizando o principio
da sobreposicao e veri cando que um condutor de
raio b teria B = 0 no seu centro.
3.16 ay =3:;8 Hm !, [ =3
b) H =1500 Am 1
M =3000 Am !
B =5;7mT
c) Jw =3000 Am 1
3.21 a) Jy =105+ Am !
c) B =6;3u; mT
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Capitulo 4

Capitulo 4

Particulas e campos

4.1 Introducéo

As propriedades da forca eléctrica ja foram estudadas ndtokpda electrostéatica.| Forca eléctrica sobre uma
Recapitulemos os aspectos relevantes da sua accdo sobrepartiaula carregada] particula carregada

Na presenca de um campo eléctri€® uma particula de carga sofre uma forcal
descrita por

F = qE (4.2)

O trabalho que esta forca realiza sobre a carga ao longo de aroysso entre dois
pontosa eb é

We = F & =g E & = qVa (4.2)
a a

Ou seja, 0 campo elécrico realiza um trabalho sobre as caggasdepende apena
da diferenca de potencial aplicada e que vai acelerar asasarg

n

No capitulo da magnetostética veri cou-se que a forca que campo magnéticd® | Forca magnética sobre uma
exercia sobre um elemento de corrent@® € dada pela expressdo de Laplace: particula carregada

aF = 1d B (4.3)

Esta é a forga exercida sobre um conjunto de cargas em mouonexistentes no
elementod”. A questdo que agora se p8e € saber qual a forca exercida sotae
Unica carga.

A um elementod” corresponde um elemento de volurd¥ = Sd°, em queS é
a secgdo onde passa a corrente eléctrica. O nimero de plEsiaarregadas num
elemento de volumalV serd entdoN, = NdV em queN ¢é a densidade de¢
portadores de carga, ou seja, 0 nhimero de cargas existerdesimidade de volume
A forca que o campo magnético exerce obre uma particula gada sera entdo a
forca que o campo magnético exerce sobre um elemento derderie dividir pelo
ndamero de particulas carregadas existentes nesse elensentmrrente:
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| & Jsd Ngv
= B = — B = B=qgv B (4.4)
N, NSd N

Uma primeira propriedade desta forca magnética pode seorinada decompondo 4

velocidade numa componente paralela ao campo magnétigoge numa components

perpendicular ao campo magnétice, . A equagdo da forgca magnética pode ent@o

ser reescrita na forma

F=0qwv+ v B=q O+%w, B =qv, B (4.5)

Isto signi ca que a forca magnética depende apenas da coreptsnda velocidadg
perpendicular ao campo.

Vamos agora calcular o trabalho que esta forca realiza s@brmarga ao longo de

um percurso entre dois pontas e b:
Z b Z tp
Wnp = F & =q¢q v B wdt =0 (4.6)

a ta

Podemos entédo concluir que a forga magnética néo realizhalao sobre as part
ticulas carregadas. Isto signi ca que, em todos os instanta forca magnética é

perpendicular ao deslocamento da particula, alterandoraeafido da sua velocidad
mas ndo o seu modulo (a energia cinética mantém-se constamer outras pala-
vras, a forca magnética € uma forga centripeta que obriga asigulas a curvaren
as suas trajectorias.

O raio de curvatura da trajectéria de uma particula carregaglijeita a um campg
magnético pode ser encontrado igualando a expresséo da foegnética a expressé

de uma forga centripeta (segundo a direc¢éo radial de unmesistde coordenadas):

VZ
VB, = m—
qvb » R

mv

4B 4.7)

Uma particula carregada que se mova com energia cinéticatante na presencd
de uma campo magnético terd, em geral, uma trajectéria quengathélice. Estal
trajectdria helicoidal resulta da sobreposicdo de umaectjria que é uma circunfe
réncia, devido a sua velocidade perpendicular ao campo étagn com um trajec-
toria linear, devido a sua velocidade paralela ao campo mfgo que se mantém
inalterada.

[0}

0

1

Trajectoria de uma

particula carregada e

Sujeita a um campo
magnético

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)

80



Capitulo 4

A forca de Lorentz ndo é mais que o principio da sobreposigiiwado a uma
particula que se move num campo eléctrico e num campo magoéti

F=qg E+v B (4.8)

A equacdao foi desenvolvida por Lorentz em 1895 e, apesar daparéncia simples

foi um avanco cienti co signi cativo para a época. Havia j& Janos que se cof

nheciam as ondas electromagnéticas, corolario do trabal&d nalizacédo"da teoria
do electromagnetismo de Maxwell, mas ainda néo existiantipalas em fisica. A
forca de Lorentz foi con rmada pelos trabalhos de Thomsorisdanos mais tarde
em 1897.

A forca de Lorentz

F.Barao, L.F.Mendes Electromagnetismo e Optica (MEEC-IST)
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4.2 Exercicios Resolvidos
4.2.1 Particulas aceleradas

Num cinescépio de uma televisdo sdo acelerados electrbepartr do es-
tado de repouso, por uma diferenga de potencial de 20 kV.

Para além do campo eléctrico, os electrdes estdo tambémitesjeao campo
magnético terrestre. Vamos admitir que a componente do campagnético
terrestre que € perpendicular ao movimento dos electrdBs,é= 30 T1,

A velocidade atingida pelos electrdes
O trabalho realizado pelo campo eléctrico é integralmendewvertido em
energia cinética dos electrdes, que partem de um estado degancinética
nula. Deste modo

Z Z

W= F &=q E &d=qV
=1:;6 10 *® 20 10%=3:;2 10 3

r

1 5 2W
W= -mv*, v= —_—
g m
2 3;2 10 15
vV = =0;28c
9;1 10 3

Raio da trajectoria dos electrdes devido ao campo magnético terres-
tre

O campo magnético terrestre nao realizara trabalho mas exe& uma forcal
centripta que fara com que os electr6es tenham uma trajaetéurva. Va-
mos calcular o raio da trajectéria quando os electrfes atimga sua ve-
locidade maxima. A relagdo entre o raio da trajetéria e a valade dos
electrdes pode encontrar-se igualando o médulo da forcanétga a forca
centripta:

v?2 mv
gvB, = m—, R =
R gB-

9:1 10 % 0;28 3 108
R = =16 m
1;6 10 19 30 10 ©
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4.2.2 Condutor em movimento

Um avido, com uma envergadura de asas 4@ m, desloca-se horizontal
mente com uma velocidade de cruzeiroxde 900 &, km.h . No local em que
se encontra, 0 campo magnético terrestre tem uma compongrgendicular &
sua velocidade dB, = 35u;, T.

A forca magnética que actua sobre os electrbes
Os electrdes livres do avido deslocam-se com a sua velaidadstao
sujeitos a uma forca magnética dada por

Fn=0gv B, = qvB » tty

Fm evB 5 ty

Onde e representa a carga unitaria (positiva). Conclui-se entéeoe s
electrdes sao "puxados"para uma das pontas da asa, candoimrmente
em falta na outra ponta. Esta distribuicdo de carga cria poasvez um
campo eléctrico que actua sobre os electrdes através de onga fjue tem
a mesma direc¢do mas sentido contrario ao da forca magnética

O campo eléctrico que actua sobre os electrbes

Enquanto a forca magnética que actua os electrées livre dtahfer maior
gue a forca eléctrica devida a distribuicao de carga os gbest continuarao
a ser "puxados"para a ponta da asa, aumentando a distrbuidé&ocarga.
Deste modo, o campo eléctrico ira aumentando até que a forgateca
iguale em mddulo a forga magnética. A partir desse momentorad total
sobre os electrBes é nula e atinge-se um equilibrio elgétios. A partir
da condicdo de equilibrio obtemos:

Fe+ Fn =0, Fe= Fm
Fe = evB, ty = qVB, ty

O campo eléctrico é a forca por unidade de carga:

Fe
E = — = vB, ty
q

A diferenca de potencial entre as suas extremidades
A diferenca de potencial entre as pontas das asas do avide ged calcu-
lada a partir do campo eléctrico:

Z Z 4

VvV = E & = vB, dx =40 vB >
0 0

900 103 .
V=40 ————35 10 ®=0;35V
3600
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4.2.3 Efeito de Hall

Uma sonda de efeito de Hall é utilizada para medir um campo méago
criado por uma bobine. A sonda tem uma secc¢ao quadrada de’ladd mm e é
constituida por um material semi-condutor cujos portadede carga sdo lacunas,
com uma densidad®dl = 10 26 lacunas.m 3. Quando €& injectada uma corrente
de 10 A na sonda, o valor da diferenca de potencial maxima dsedntre as duag
faces da sonda® =5 V. Pretende-se determinar o campo magnético criado
pela bobine.

A direccao do campo magnético

A tensdo maxima que é possivel medir com a sonda correspon@daso
em que o campo é perpendicular a sonda: as cargas que se maadod
a corrente eléctrica sofrem uma forca que é proporcional @ponente do
campo magnético que é perpendicular ao seu movimento. Dexieo,
movendo a sonda até se atingir a leitura maxima no voltimgiodemos
car a saber qual a direccdo do campo.

O médulo do campo magnético

Tal como no exemplo anterior, também neste caso a situacaedgiglibrio
sera alcancada quando os modulos das forcas eléctrica e détiagnapli-
cadas as lacunas forem iguais. Note-se que neste caso, apadondo
exemplo do avido, a sonda esta parada e é a corrente eléajrieamove

as cargas:
Fe F
Fe=Fn, E= == """ =B
q q
7 .
V= Ed="B
0
B_V_VNq_VNq‘Z_NqV
vy L
B_1026 ;6 10 ° 5 10° 10 3
= - =
=80 mT
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4.3 Exercicios Propostos

Exercicio 4.1 : Num ciclotrdo (acelerador de parti-
culas), particulas carregadas sao sujeitas a um cam
magnéticoB perpendicular & sua velocidade, sendo
sua trajectoria circular. Para além do campo magné
tico, a0 m de cada semi-volta aplica-se as particula
uma tenséo sinusoidal dada p¥f(t) = Vpsen (!t ).
O campo eléctrico aplicado as particulas aumenta a s
velocidade, deixando a trajectéria de ser circular e pad
sando a consistir em trogcos semicirculares de raio ca
vez maior. Neste exercicio pretendedimensionarum
ciclotrdo que acelera particulas alfa (nicleos de atom
de hélio que possuem 2 protdes e 2 neutrdes).

a) Para que haja sincronia entre o efeito da aceler
¢do do campo eléctrico e o movimento de rotacd
das particulas, qual deve ser a frequéncia da te
séo sinusoidal aplicada (em func¢éo do canipo
da cargaq e da massan das particulas)?

b) Suponha que a frequéncia da tenséo sinusoid
V (t) = Vgsen(!t ) é del0 kHz. Qual deve
ser entdo, de acordo com a alinea a), o valor d

campo magnético aplicado?

c) Qual é a energia ganha por uma particula ef
cada volta completa se |he for aplicada a ampl

tude maxima da tensaoyy?

d) Suponha que o raio da 6rbita de extraccao (rai
da dltima volta) éR 1 m. Qual a energia
cinética com que saem do ciclotrédo as particulg

alfa?

e) Suponha que a particula que menos tempo pe
manece no ciclotrdo percorrg2 voltas no seu
interior. A partir das alineas c) e d) calcule g
diferenca de potencial maximd, que é aplicada

as particulas alfa.

Exercicio 4.2 : Um feixe pulsadolfunch de 10%° elec-
trdes inicialmente em repouso é acelerado nuroaa 1

Seguidamente, ap0s entrar nunzana 2, o feixe é sub-
pometido a accao de um campo magnético perpendicular
a a sua velocidade.

a) Calcule a velocidade do feixe de electrbes quando
sai dazona 1.

S

a

N b) Obtenha a intensidade do campo magnético apli-
cado nazona 2, sabendo que o feixe passa a ter
da o .
uma trajectoria circular de rai®R =12 cm.
DS ¢) Calcule a intensidade da corrente eléctricari-
ada pelo movimento circular do feixe electrénico
nazona 2.
d) Calcule a intensidade do campo magnético cri-

ado pela correntd no centro da trajectéria do
feixe electrénico e compare-a com a intensidade
do campo magnético aplicado.

Exercicio 4.3 : Uma corrente marinha tem uma velo-
cidade dev = 1 m.s ! numa zona em que a compo-
nente vertical do campo magnético terrestre tem uma
amplitudeB», =3;5 10 ° T. Sabendo que a con-
dutividade eléctrica da agua do mar é; = 0 ;04
L.cm 1, determine a densidade de corrente eléctrica
n- perpendicular a direccao da corrente maritima.
o

N- Exercicio 4.4 : Uma barra metalica de comprimento
" =1 m move-se com uma velocidade = 10 ty
m.s ! numa zona onde existe, perpendicularmente a

al Sua velocidade, um campo magnétiBo= &, mT.

®B

>

Ty

O——=X

a) Determine o modulo e o sentido da forga mag-
nética que actua nos electres de conducdo da

por aplicacdo de uma diferenca de potencial 2 kV.

barra.
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b) Calcule a diferenca de potencial entre as extreni- e) Determine a poténcia mecanica fornecida ao disco
dades da barra ap6s se ter atingido o equilibrig. para o manter a rodar com velocidade angular

. constante, apds se fechar o interruptor e a re-

c) Se os extremos da barra fossem ligados com Um sisténciaR passar a ser percorrida por uma cor-

condutor de resisténcid00 , solidario com a
barra, qual seria a corrente no circuito?

rente.

Exercicio 4.5 : Numa experiéncia de efeito de Hall
uma corrente de intensidade = 10 A percorre um
condutor de secgio quadrada cone 0 ;5 cm de lado. | comprido, cilindrico e de rai® = 1 mm, que trans-
Um campo magnético transversal ao condutor de ampli- POrta uma corrente estacionaria e uniformemente distri-
tude B = 2 T induz uma tensdov =2;5 10 * buidal = 10 A (segundo u,). Vamos vericar até

V. Supondo que os portadores de carga s3o electrdesdue ponto a lei de Ohm é valida (ignorando-se as forcas
calcule a densidade destes no condutor. magnéticas) no periodo transitorio em que se estabelece
a corrente eléctrica.

Exercicio 4.7 : Considere um condutor de cobre muito

Exercicio 4.6 : O primeiro gerador de corrente foi inven
tado por Faraday em 1831 e consiste num disco metalico
gue é posto a rodar na presenga de um campo magnétjco
perpendicular a sua superficie. Apds se fechar um int¢
ruptor, o centro do disco e a sua periferia cam ligadop
por um circuito imével que é percorrido por corrente. Q
disco,que possui raia e espessurd, é posto a rodar
com uma velocidade anguldr e encontra-se sujeito a
um campo magnétic® = Bot;.

a) Calcule o campo magnéticd() criado pela cor-
rente eléctrica dentro do condutor.

b) Calcule a forca por unidade de carga a que cam
sujeitos os electrfes devido ao campo magnético.
Descreva sucintamente, de acordo com o resul-
tado obtido, o que se passa no condutor no pe-
riodo transitério em que se estabelece a corrente
€ como se atinge o regime estacionario.
Sugestdo: escreva primeiro a velocidade dos elec-
trdes (v) em funcéo deJ, de N copre € deq.

a) Determine a expressao da forca a que cam sujel
tos os electrdes livres do metal devido ao campo

magneticoF . c) Calcule a forga por unidade de carga a que cam
sujeitos os electrdes devido ao campo electros-
tatico que cria a corrente. Compare o resultado
obtido com o da alinea b) e conclua da impor-
tancia do periodo transitério.

(@)

b) Determine a expressdo do campo electrostatig
dentro do disco, devido & distribuicdo de carg
do disco, apds se ter atingido o equilibrio eleq
trostético, E .

D

c) Determine a densidade de carga no interior do
disco e na sua superficie exterior, em equilibrjo

electrostatico. . . »
Exercicio 4.8 : O caudalimetro electromagnético repre-

d) Determine a diferenca de potencial/() a que sentado na gura esta ser utilizado para medir o caudal
vai car sujeita a resisténci® apos se fechar o| volumétrico (volume por unidade de tempo) de um li-
interruptor. quido que contém ides NaCl+g(=1;6 10 19 C).
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O liquido passa numa zona do tubo de secc¢do quadran-
gular em que existe um campo magnético uniforme cii
ado por um iman (de Norte para Sul). A diferenca d
potencial que surge entre as paredes do tubo é medida
com um voltimetro. No presente caso o liquido tem uf
caudal volumétrico = 2 L.s !, o campo magnético
tem uma intensidaddd = 2 mT, o tubo tem de lado
d = 2 cm e a densidade de ibesN = 2  10%°
iGes.m 3.

D

=

a) Calcule a velocidade dos iGes, e a intensidade
de corrente eléctrica no tubd,.

b) Calcule a forca magnética que actua sobre cada
ido, Fp .

c) Calcule a diferenca de potencial medida pelo val
timetro, V, e indique a sua polaridade.

d) Diga, justicando a sua resposta, como se alte}
rava a medida do voltimetro se se tratasse de
um outro liqguido com 0 mesmo caudal mas cor
outro tipo e/ou densidade de ides.

=)
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4.4

4.1

4.2

4.3
4.4

4.5
4.6

4.7

4.8

Solucbes
a) f = ;28

b) B =1;3mT

c) T=2qgVo =

d T=1;3 10 173
e) Vo=1;7V

a) v=0:;28c
b) B =4 mT

c) | =178 mA

d B=0;9 T
J=1;4 10 “Am !

a) F= 1;6 10 2! uy [N]
b) V =10 mV
b) 1 =0
N =10 26 electrdes.m 3
a) Fm = elrB ot
b) E= IrB ot
) = 2"9B o
=+ "9!B pa

d) V= 1B ¢a?

2p 2.4
e) P = P02
a) B= 2ru

b) Fn=q=0;4 10 3rw, NC 1

c) Fe=zq=5 10 24, V.m 1!
Fmax =q=4 10 "V.m ! << F e=q

ayv=5ms 1;1=6;4 10 12 A
b) Fm =16 10 22 N

c) V =0 ;2 mV, da face posterior para a face ante-
rior do tubo.

d) N&o se alterava. Este é um dos interesses destes
caudalimetros (até a agua da torneira tem ides!).
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Capitulo 5

Campo Magnetico Variavel
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Capitulo 5

5.1 Exercicios Propostos

Exercicio 5.1 : Um circuito de areaA e resisténcia
eléctricaR encontra-se numa zona do espago em qu
existe um campo magnético que lhe é perpendicular
gue é uniforme. O campo tem uma variagdo tempor
descrita poB (t) = Boe ! . Determine a intensidade
da corrente eléctrica que percorre o circuito.

e

=

Exercicio 5.2 : Para medir um campo magnético que

c) a energia dissipada na espira, por efeito de Joule,
ao m de 2 minutos.

Exercicio 5.4 : Dois carris condutores paralelos entre
si, que se encontram a uma distanaig estdo unidos
numa das extremidade por um condutor. A resisténcia

existe apenas numa zona con nada do espaco cuja sg@c-equivalente deste sistemaR. Uma barra condutora de

¢do é um quadrado de ladg colocou-se em seu redof
uma espira condutora quadrada também de lade 1
cm, cujos quatro lados tém a mesma resisténcia.
campo magnético teve uma variacdo temporal expres
por B = Byt Tesla e a diferenca de potencial entr¢
dois vértices consecutivos da espira foi medida por d
voltimetros,Va € Vg, de acordo com a gura.

o

Determine a expresséo da for¢a electromotriz i
duzida na espira quadrada e indique o sentido ¢
corrente induzida.

a

b) Sabendo que a tensdo medida pgg €5 V,

calcule o valor deB .

Qual é o valor medido pelo voltimetidg ?

c)

Exercicio 5.3 : Um circuito quadrado de resisténcig
R =20 e de lado” = 0 ;2 m roda 100 vezes por
segundo em torno de um eixo horizontal que o divide ao
meio. Existe no local em que se encontra o circuito um
campo magnético uniforme, de intensidatde = 1 T
e perpendicular a posi¢do ocupada pelo circuito quan
t =0 s. Determine:

a) o uxo do campo magnético através da espira,
em fun¢é@o do tempo.

b) a corrente induzida.

resisténcia desprezavel desliza apoiada nos carris com
uma velocidade constante = vgty, Sem atrito, sob
accao de uma forca exterior. Existe um campo =

saBt ; uniforme em toda a regido ocupada pelo sistema.

No instante inicial a barra encontra-se na posic&g.

hisDetermine:

\/

a) a intensidade e sentido da corrente induzida no
circuito.

b) a poténcia dissipada por efeito de Joule.

c) aforca que o camp® exerce sobre a barra mo-
vel.

d) a poténcia correspondente ao trabalho da forca
aplicada sobre a barra para a movimentar.

Exercicio 5.5 : Considere o circuito da gura, consti-
tuido por uma fonte de tenséo variav®l, uma resis-

10 tancia R e uma barra mével de comprimento e de

massam . O circuito esta colocado na vertical, estando
a barra sujeita a aceleracédo da gravidagle Perpendi-
cularmente ao circuito existe um campo magnético uni-
forme de intensidad® = Bt ,. No instante inicial a
barra encontra-se na posica .
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a) Admita que a barra tem uma velocidade segundo
y (para baixo)¥ = votty. Determine a inten-
sidade e sentido da corrente que percorre o ci
cuito.

=
1

b) Admita que a barra é deixada cair sem velocidad
inicial. Determine a tensdo que terd de ser im
posta pela fonte em cada instant&/ (t), para

gue ndo exista corrente no circuito (indique tam

bém a polaridade da fonte).

Admita que a barra é largada sem velocidade inj
cial. Determine a tensdo que tera de ser imposta
pela fonte, V, para que a barra que suspens
sem cair (indique também a polaridade da fonte}).

c)

15

d) Admita agora que a barra é largada com um
velocidade inicialvy. Se a tensdo imposta ao
circuito for semelhante a da alinea c) que tipo d
movimento tera a barra? Justi que qualitativa-

mente.

D

Exercicio 5.6 : Uma bobina muito comprida, com um
didmetro D 20 cm e uma densidade de espiras
n = 1000 espiras.m?, é percorrida por uma corrente
eléctrica de intensidadé. Em torno do seu eixo ver-
tical existe um anel de um material condutor com um
diametroD * = 40 cm.

a) Calcule a forca electromotriz induzida no ane
guando a corrente na bobina varia de = 10
A paral, =1 A numa décima de segundo.

b) Se o anel tiver uma sec¢d® = 1 cn? e uma
condutividade . =6 108 Im 1 quala
corrente que o percorre?

c) Qual a resposta a alinea b) se o anel tiviem
de didmetro? E importante que 0s eixos estejarln
coincidentes?

Exercicio 5.7 : Um amperimetro clip-on é um disposi-
tivo para medir correntes alternadas em cabos sem ter
que cortar o cabo. Consiste num enrolamento em torno
de um nucleo metalico de permeabilidade magnética
com a forma de um anel cilindrico, de sec¢éo quadrada.
O dispositivo é colocado de modo a que a normal que
passa pelo centro do anel esteja alinhada com o o e pos-
sui um voltimetro que mede a diferenga de potencial aos
terminais do enrolamento. Considere um destes dispo-
sitivos com um anel de raidR; =10 cmeR, =11

cm, uma espessurd = 2 cm e um enrolamento de
N =5000 espiras.

a) Determine a expressao do campo magnético pro-
duzido pelo o no nucleo metéalico, em funcao da
correntel que o percorre.

b) Determine a expressdo do uxo do campo mag-
nético criado pelo o no enrolamento.

c) Calcule a diferenca de potencial medida pelo vol-
timetro, sabendo que a corrente que passa pelo

0é 1 =16 cos(100 t ) A e que onudcleo meta-
lico tem uma permeabilidade magnética relativa
r = 1000 .

Exercicio 5.8 : Determine o coe ciente de auto-inducdo
externo por unidade de comprimento de dois os con-
dutores in nitos de raioR = 1 mm cujos centros se
encontram a uma distancid =1 cm um do outro.

Exercicio 5.9 : Considere uma bobina de comprimento
" eraioR emque >>R , comn espiras por unidade
de comprimento. Esta € percorrida por uma corrente
variavell locos(!t ). Determine:

a) o coe ciente de auto-inducdo da bobina.

b) aforca electromotriz induzida num anel condutor
concéntrico com a bobina, de raio< R .

€) 0 campo eléctrico existente num ponf® a uma
distanciar < R do eixo da bobina.
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Exercicio 5.10 : Na gura que se segue esta represer
tado um transformador de ndcleo circular e de seccd
quadrada. Este nucleo é constituido por um material fe
romagnético linear de permeabilidade Os enrolamen-

tos primario e secundario séo atravessados por corren
I, el, e possuenN ; e N, espiras, respectivamente,
Determine:

a) 0 campo magnético ) no interior do nucleo;

b) o coe ciente de indugdo mutua entre os enrola|
mentos;

as forcas electromotrizes induzidas em cada u
dos enrolamentos),; e",, em funcdo do uxo do
campo magnético () que atravessa uma secgagd

c)

do ndcleo e do nimero de espiras. Calcule arazg

entre as tensdes no circuito primario e secundar
do transformador.

Exercicio 5.11 : Considere uma bobina de compriment
e diametroD em que” >> D , comn espiras por
unidade de comprimento e um nucleo de ar, possui un
resisténciaR. Em torno da bobina existe uma espira
qguadrada de lad@ que é percorrida por uma corrente
| = locos(!t ). Determine:

a) o coe ciente de inducdo matua entre a espira
o0 solendide;

b) a expressdo da equacédo diferencial que perm
determinar a corrente induzida no solendide.

Exercicio 5.12 : Considere uma bobina de compriment
*, raio Ry, N1 espiras e nacleo de ar, percorrida pd

- uma correntel
0 cada dentro de uma segunda bobina de comprimento
r-

m

h
|

1%

=4

loe 3. Esta bobina esta colo-

*, de raioR,, N, espiras e de resisténcR. Os eixos
das duas bobinas estdo coincidentes e considera-se que

les >> R .

a) Determine o coe ciente de indug&o mutua do sis-
tema das duas bobinas.

b) Determine a corrente induzida na bobina exterior.

Exercicio 5.13 : Considere um condutor rectilineo de
comprimento in nito e secgdo circular de raia, com
uma permeabilidade magnética, e estando a ser per-
corrido por uma corrente eléctrica estacionaria de inten-
sidadel ;. Determine:

a) a densidade de energia magnética no interior do
condutor;

b) a energia magnética do condutor por unidade de
comprimento;

c) o coe ciente de auto-inducéo interno do condu-
tor por unidadede comprimento. Compare com o
resultado do exercicio 86;

Exercicio 5.14 : Considere um cabo coaxial condutor
rectilineo de comprimento in nito e raioa e b, em que

0 espaco entre os condutores esta preenchido com ar.
No caso de o cabo ser percorrido por uma correhte
determine:

a) adensidade de energia magnética no espaco entre
0s condutores;

b) aenergia magnética por unidade de comprimento,
no espaco entre os condutores;

c) O coe ciente de auto-indug&o do cabo, por uni-
dade de comprimento.

(0]

y Exercicio 5.15 : As bobinas projectadas para campos

magnéticos fortes tém problemas mecanicos de constru-

aGao devido as pressbes a que cam sujeitas. Considere
uma bobina de comprimentd e raioR (C >> R ),
comn espiras por unidade de comprimento, nucleo de
ar e percorrida por uma corrente. Determine:

a) adensidade de energia magnética armazenada no
interior da bobina;

te D) aenergia magnética armazenada na bobina;

c) o coe ciente de auto-inducéo da bobine, a partir
da energia magnética;

d) qualitativamente se a bobine ca sujeita a uma
forca de imploséo ou de explosao;

=
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e) a pressao sobre os enrolamentos em func¢do do b) designando os coe cientes de auto-indugcédo das
campo magnéticoB . espiras pot. , eLp, a energia magnética do sis-
tema;
Exercicio 5.16 : Uma bobina de N espiras colocada np ~ ©) @ forca existente entre as espiras em funcéo dos

vertical, tem um comprimentd e um raioa (" >>a )
e é percorrida por uma corrente estaciondria No seu
interior € colocada uma espira de rao< a cujo eixo
faz um &ngulo com o eixo da bobina.

a) Determine o coe ciente de auto-inducaa | da
bobina.

b) Determine o coe ciente de indu¢do mutuaW( )

do sistema.

a expressdo da energia magnética do sistema qu
a espira também é percorrida por uma corrent
estacionarid , com o mesmo sentido d; .

d) Determine o momento da forca que actua a es
pira. Identi que o ponto de equilibrio estavel.
Nota: Recorde que a derivada de uma energ
em ordem a um angulo ndo é uma forca mas si

0 momento de uma forca.

Exercicio 5.17 : Considere duas espiras circulares p
ralelas e alinhadas coaxialmente com ra&@o® b cujos

planos estdo distanciados de a serem percorridas por,
correntes eléctricas, e | . Admitindo que uma das
espiras € muito mais pequena que a outea{< b ) e

gue a distancia a que se encontram seja grande quan
comparada com 0s seus raias ¥> a;b ), determine:

a) o coe ciente de indugdo mutua do sistema en
funcdo dos sentidos das correntes;

Desprezando a auto-indugéo da espira, determine

sentidos das correntes; utilize o resultado para
discutir qualitativamente as forgas entre imanes.

Exercicio 5.18 : Considere um enrolamento de compri-
mento *, raio R, ( >> R ;) e densidade de espiras
n, percorrido por uma correnté,. No seu interior, co-
locado coaxialmente existe um segundo enrolamento de
comprimento’, raio R, a mesma densidade de espiras
n e percorrido por uma corrente; que tem 0 mesmo
sentido del ;. Este segundo enrolamento possui um nud-
cleo de material ferromagnético, que nas condi¢bes de
funcionalidade descritas, tem uma permeabilidade mag-
nética . Determine:

a) 0 campo magnético existente no varias regides
interiores aos enrolamentos: > R ,, R; <
r<R ,er<R 1;

b) os coe cientes de auto-indu¢do dos dois enro-

lamentos e o coe ciente de inducdo mutua do
sistema composto pelos dois enrolamentos;

<)
d)

a energia magnética do sistema;

a presséo aplicada sobre cada um dos enrolamen-
tos;

Exercicio 5.19 : Um electroiman é constituido por um
enrolamento de espiras em torno de um nucleo ferro-
magnético com a forma indicada na gura e cuja sec¢éo
S =400 cm?. Admitindo que a distancia entre o ob-
jecto a elevar e o nicleo ferromagnético seja pequena,
pode-se considerar uniforme 0 campo magnético exis-
arlg§te nessa regido e de valBr =1 T. Dtermine:

I\\

e

do . - .
a) a energia magnética existente no espaco entre

0 nucleo ferromagnético e o objecto que se pre-
tende elevar, em funcdo da distancia)(que se-
para o electroiman do objecto;

F.Barado, L.F.Mendes Electromagnetismo

e Optica (MEEC-IST) 93



Capitulo 5

b) a forca exercida pelo electroiman sobre o objec
a elevar.

Exercicio 5.20 : Considere uma bobina de rald, com-
primento” >> R e densidade de espiras preenchida
com ar.

a) Determine o campo magnéticdd() no interior da
bobina se esta for percorrida por uma correite

Suponha agora que a bobina esta parcialmente preq
chida com um nuicleo de material ferromagnético de ra
R e permeabilidade magnética (como um relé). De-
termine:

b) o coe ciente de auto-inducéo da bobina;
Nota: para efeitos de célculo, considere com
vélida a aproximacgéo da bobina in nita quer dg
lado do material ferromagnético quer do lado d
ar.

c) a poténcia média fornecida pela fonte ao sisten
para estabelecer a corrente no circuito (partind
da situacdd = 0) num intervalo de tempo t;
despreze as resisténcias dos condutores;

d) aforca a que ca sujeito o nicleo ferromagnéticq
apos se ter estabelecido a correrite

=4
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5.2 Resolucoes

Exercicio 5.2

a) A forca electromotriz:

b)

c)

z
d d dB d
" — B ndS = —(BA)= A—= "?2_(Bot)= '’B
dt " ar (BA) dt ar (Bot) 0

Note-se que esta forca electromotriz s6 existe durante 1em@ utilizdmos uma normal com o sentido &

e obtivemos uma forga electromotriz com um valor negativagaarente tem o sentido contrario ao que nos
daria a regra da mao direita em relacdo a normal, ou seja, tesemtido anti-horario .

Em alternativa, a Lei de Lenz indica-nos o sentido da coreintduzida. O sentido da corrente eléctrica é tal
gue o campo magnético por si criado deve ser no sentido de 8e@pariacdo do uxo de campo magnético
gue atravessa o circuito. Como 0 uxo aumenta no tempo (paqucampoB aumenta) a corrente tem que
possuir o sentido anti-horario de forma a criar um campoque possui um sentido contrario no interior do
circuito, ao campo externo.

d s
dt

H
Da Lei de Faraday tem-se que:E d™ =

A circulagdo do campo eléctrico no circuito que possui o ineditro Va , admitindo que os condutores que
ugam o} voltﬁnetro a secgéo da espira quadrada sédo perféioss 0, E = 0 ), é dado por:

E d*= , E d"+ E d-= 4z
A t

\Y

O integral anterior expressa a queda de tensao no voltimgjgoe no™ troco da espira quadrada. Neste caso
0 circuito nao possui nehum componente com indutancia e (note-se que a indutancia do circuito é
desprezavel) nem campo magnético exterior a atravesséotdsmod =0 . Resulta entdo:

B
dt

Va+Vpa =0) Va= Vpa =Rl =R = \zf‘)

Como os quatro lados da espira tém igual resisténcia ektitada lado terd uma queda de tensédo corres-
pondente a um quarto da for¢a electromotriz induzida totaD voltimetro V4 estd a medir a diferenca de
potencial num dos lados por isso:

Va = —=5 vV 0 Bo® _g 10 690 B 45 100 5oy
AT T 4 " ° 104

Héa duas maneiras de analisar o circuito do voltimet. Num caso, consideremos o circuito constituido por
Ve A D Vg e nooutro vamos considerar o circuito que passadgn A B C D Vg.
O primeiro circuito € mais dificil de analisar pois, paranalda for¢a electromotriz da espira, temos a forca
ﬂectromotriz induzida no préprio circuito do voltimetrdevido a sua indutancial(jn; ):
E d&: ddtB ) VDA + VB = ddtB
B = B 2+ Liy |
ondel , é a corrente que percorre o circuito (desconhecida).

A segunda maneira € bastante mais simples pois camos com uouito sem indugdo. Nesse circuito
veri camos facilmente que a queda de tensdonedida peloimgtro € a queda de tensdo em trés lados da

espira, com um sentido contrarioado ladd : E d™= dd[B ) Vpc + Veg + Vea + Vg =
0 ) 3V-+ Vg =0

Donde:

Vg = 3"= 3 5V = 15V
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Exercicio 5.5

a)

b)

c)

Se a barra cai com velocidade constante (assume-se q@teexima forca externa que permite veri car esta
condicdo) o uxo do campo magnético no circuito € dado porgasiindo uma normal com a mesma direc¢ao
do campo):

z z z
= B ndS = BdS = B dS = B (yo+ Vot)

Como a Unica diferenca de potencial no circuito é a forcatedecotriz induzida ¢ =0),

O sinal negativo indica-nos que, tendo-se escolhido umanabde acordo com uma corrente de sentido horario
( ), a corrente no circuito tem um sentido anti-horario {.

Se néo existir corrente no circuito, ndo existira tambénmmtguer forca magnética sobre a barra pelo que esta
cairhd em queda livre. Mas como existira for¢a electromoiniduzida devida ao aumento da area do circuito,
a fonte de tensdo tera que criar uma diferenca de potencia gaoule a tensao total. A posicao da barra em
funcdo do tempo sera,

_ +1t2
Y = Yo Eg

0 Uuxo através do circuito sera (escolhendo novamente umanral paralela ao campo magnético)
B s L t2
= 0 J—
y > g
E a forca electromotriz induzida sera,

"= B’ T -
S Yo+ 59 = g

Isto signi ca entdo que a fonte de tensédo variavel tera queiaralinearmente no tempo, de acordo com a
expressao anterior mas com uma polaridade que criaria um@eete com sentido horario ().

Neste caso a corrente criada pela fonte tem que originaauorgca magnética na barra que contrarie a forca
gravitica. A forca criada pelo campo sobre um elemento deectte da barra se esta for percorrida por uma
correntel sera,

dF = 1d™ B
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d)

Exercicio 5.10

a)

b)

c)

Exercicio 5.20

E féacil veri car que para termos uma forca vertical para cimae equilibre 0 peso necessitamos de uma
corrente com sentido anti-horario e neste caso,

Z VAR
F = id~ B = IBd” ( d&y)= IB& y= mgty

0o

\Y
| = = Eo V:RE
R B B

Ou seja, a fonte terd um valor constante e criara uma correcien sentido anti-horario ().

Movimento retardado até parar. A corrente na barra serdoms de duas correntes anti-horarias: a da alinea
c), que contrariara sempre a forga gravitica; uma correnteifzoraria devido a inducéo, tal como na alinea a)

que criara uma forga adicional para cima. Esta forca adiaeidiara a barra parar, uma vez que, ao contrario

da alinea a), ndo existe a forca exterior que garante a vdbé constante da barra. Quando a barra parar
esta segunda corrente desaparece, desaparecendo com eteaaeikterior e a barra card suspensa.

Os dois enrolamentos estéo ligados por um nucleo de natiiromagnético que, como sabemos, conduz as
linhas de campo. Deste modo, e tendo o ndcleo uma forma @rcak linhas de campo vao ser circunferéncias.
Da observacdo da gura veri ca-se que ambos os enrolament@n um campo com a mesma direc¢éo: linhas
de campo com sentido horario. Vamos entdo aplicar a lei de &m@ uma linha de campo genérica de rajo
circulando em sentido horario e veri cando que todas as espdos dois enrolamentos atravessam a superficie
gue se apoia em qualquer linha de campo:

! . X Nil1+ No2lz
B dT= | 0 B2r = (N1|1+ N2|2) :) B = T( H)
M = 12
zIl z z !
Nl Nl
12 = B RdS = ( U)( U)dS: ds N >
S» S, 2r S, (espira ) 2r
Zy . Zhp
NiNaly dr NiNsl4 b
= e — dz= —hln -
2 a I o 2 a
d d espira
" = = N . - -
dt espiras dt
n —_ N d
1 = 1 at
n — N d
2 = 2 at
o N
"2 N>

Em que € o uxo que atravessa a sec¢do do nucleo, ou seja, o uxo quavassa cada espira dos dois
enrolamentos.
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a) Na aproximacdo da bobina in nita, as linhas de campo magpwsao paralelas ao eixo da bobina e o campo

b)

c)

€ nulo no seu exterior. Nesse caso aplica-se a lei de Ampéneuoo caminho fechado que coincide com uma
linha de campo ao longo de um tro¢o, que tem dois lado perpendiculares as linhas de campo que paea
fora da bobina e que se fecha do lado de fora da bobina. A ctergoe atravessa a superficie que se apoia
no caminho assim de nido depende do ndmero de espiras quevessa essa superficielL() e da corrente
gue cada espira transporta,:
' X
B d™= o () BL = onLl =) B = gnl

B = onla

Utlizemos a lei de Ampére generalizada. Se podermos deresi os dois lados da bobina como uma bobina
in nita, o0 campo tem a expresséo da alinea anterior com ardifga de que no material ferromagnético em
vez de o tem-se .

L = = = a1t 2
V4 z z
1 = B, RdS = BdS = nids = ntR 2 (n deespiras )= n 2R 2x
Z Z Z
2 = B, AdS = B,dS = onlds = onlR 2 (n deespiras )= on?lR 2(C x)
L = n?RZ?[ o x)+ x]

A posicao do nucleo de ferro sé pode variar seguxdo

dw 1
= = —n?R 21 0)

Fy = +
dX = ce 2

Nota: quando ! 0. Fx! O
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5.3

5.1
5.3

5.4

5.6

5.7

5.8

5.9

511

5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

Solucbes

— Bo t
I = FAe

a)
b)
c)
a)
b)
c)
d)
a)
b)
c)
a)
b)
c)

LO

a)
b)
c)
a)
b)
a)

b)

a)
b)
c)
a)
b)
c)
a)
b)
c)
d)
e)
a)
b)
c)

d)

= B 2cos(!'t ), com! =200

I =1;3sen('t)
E=3;8 J
_ Bdv :
| = =g, sentido
— (Bdv 0)?
p = 200

242
F= B2d7ve %V"( bt )

p = (deRo)2
"=3;6mV
I =171 A
| =72 A; nao.
- I
B= 3+
R
"=9;6sen (100t ) V
= on 2R =0;9 Hm !
L= on?R ?
"= onll gsen (!t )r 2
E= 5
M= n (3)2
@+ Ri= Mygisen (It)
M= oMlN2gR?
i2(t)= N0 e & g R
0 Ir 2
Um = 5 3z
Wn = %12
0
- 0
L =5
|2
Um = TO T
Wm = 7212In(2)
0
L = ,%In(2)
Um =} on??
Wm = % 0n2|2R 2°
L= on?R ?
explosao.
P=1 on22
2
L = 0”—&2
L = ON\—bZCOS()
2
Wm =1 o8=a 212+ oY% b2cos()lil2
N = oMb 2sen( )I1lz;

o sinal negativo signi ca que g diminui, ou seja,
a espira roda em sentido horario; Os pontos de
equilibrio sdo =0 e = mas apenas =0
é estavel.

5.17

5.18

5.19

a)
b)

c)

a)

b)

c)

d)

a)
b)

- _o0 2 K2
M = >%a*“b

Wm = 2Lal2+ LLplZ + Ml alp

- 3
FZ__5|a|bZ—2 (ab)? ' _
atractiva se as correntes tiverem o mesmo sentido
e repulsiva se as correntes tiverem sentidos dife-
rentes.

B=n(l1+12) (r<R 1)

B = onl2 (R1<r<R 3)
B=0(r>R 2)

L= R 2n2°+ o (R3 R3%)n?2
M =1Li= R 3n%®

Wmn = % R inz‘(|1+ |2)2+

7 0 (R3 RHn%13

Pi= 3 n2(l1+12)2  on?13
Py = % or12|22

Wmp =3;2 104

Fx = 3;2 104N

3,2 toneladas para cima.
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Capitulo 6

Capitulo 6

Circuitos eléctricos
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Capitulo 6

6.1 Exercicios Propostos

Exercicio 6.1 : Considere um circuito RC com umg
fonte de tensao constant®; . No instante inicial o
condensador encontra-se descarregado.

a) Escreva as equacdes diferenciais que descre\

a) Escreva as equacdes diferenciais que descrevem a
corrente no circuitoj (t), a tenséo na indutancia,
v, (t) e a tensdo na resisténciar (t).

. b) Encontre as equacdes que descrevéin), v, (t)
a carga no condepsadoq,(t), a corrente no cir- evg (t). Sugestdo: experimente solu¢des do tipo
cuito, i (t), a tensdo no condensador¢ (t), e a a+ pet
tenséo na resisténciajg (t). '
~ . c) Determine a expresséo da energia fornecida pela
b) 5nC(t)ntereVastequagoes que descreveqt), i (t), fonte ao circuito durante o periodo de estabele-
c (1) ~ R(1). . - . ‘ cimento da corrente no circuito (carga da indu-
Sugestdo: experimente solucdes do tpbbe' . tancia)
©) ]IcDettermlne_ a fatxp(;essato da ener%la forndeC|dadpe la c) Determine as expressfes da energia dissipada por
onte ao circutto durante a carga do condensador. efeito de Joule na resisténcia durante o periodo
d) Determine as expressdes da energia dissipada por de estabelecimento da corrente no circuito e da
efeito de Joule na resisténcia durante a carga do energia armazenada na indutancia.
condensa,dor e da energia armazenada no conden- e) Sabendo que a tens&o da fonte/é = 9 V, que
sador apos este se encontrar carregado. a indutancia éL = 1 mH e que a resisténcia €
Nota: o resultado ndo depende do valor da rg- R = 100 esboce 0s gra cos d&(t), vy (1)
sisténcia utilizada e que a energia fornecida peja e Ve (1) ' oL
fonte se reparte em partes iguais pelo condensa- '
dor e pela resisténcial f) Quanto tempo demora o circuito a atingir uma
, fraccéoi=i o = 0 ; 9 da sua corrente nal?
e) Sabendo que a tensdo da fonte/¢ =9 V, que ¢ 0

a capacidade do condensadofé=1 F e que
a resisténcia & = 100 , esboce os gracos

deq(t), i(t), ve(t) ecr(l).

f) Quanto tempo demora o condensador a atingi
uma fraccdoq=qp = 0 ; 9 da sua carga nal?

Exercicio 6.2 : Considere um circuito RC em que (@
condensador se descarrega através da resisténcia.
instante inicial o condensador tem uma cargéd) =

Jo-

a) Escreva as equacdes diferenciais que descre\
a carga no condensadog(t), a corrente no cir-
cuito, i (t), a tensdo no condensadorc (t) e a
tensdo na resisténciajg (t)

b) Encontre as equacdes que descrevgfh), i(t),
vc (1) evgr (t). Sugestdo: experimente solucde

do tipoa + be! .

c) Determine a expressdo da energia dissipada p
efeito de Joule na resisténcia durante a descar

do condensador.

d) Sabendo que a capacidade do condensador#
10 F e que aresisténcialR =1 K , esboce

os gra cos deq(t), i(t), vc (t) evgr(t).

Considere um circuitd(RL com uma
No instante inicial a

Exercicio 6.3 :
fonte de tensdo constant®/s .

Exercicio 6.4 : Considere um circuitdRL onde uma
fonte estabelece uma correntg sendo de seguida reti-

! rada a fonte.

a) Escreva as equacdes diferenciais que descrevem a
corrente no circuitoj (t), a tenséo na indutancia,
v, (t) e a tens@o na resisténciag (t).

No b) Encontre as equacdes que descrevédh), v (t)
eVvgr (t). Sugestdo: experimente solugbes do tipo
a+ be' .

em C) Determine a expressdo da energia dissipada por

efeito de Joule na resisténcia até a corrente cessar
no circuito.

d) Sabendo que a indutancialé = 10 mH e que
a resisténcia & = 100 , esboce os gra cos

dei(t), v (t) evgr(t)

[2)

orExercicio 6.5 : Considere um circuitd.C em que no
ja instante inicial o condensador esta carregado com uma
cargaq(0) = qo e a corrente no circuito ¢0) =0 .

a) Escreva as equacdes diferenciais que descrevem
a carga do condensaday(t), a corrente no cir-
cuito, i(t), a tensdo na indutanciay, (t) e a
tensdo no condensadovc (t).

b) Encontre as equacdes que descrewvgfh), i(t),
v (t) eve (t). Sugestdo: experimente solu¢des

corrente no circuito § (0) =0 .

do tipo sen (!t + ).
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c) Seovalordacapacidadefr=10 Feovalor
da indutancia forL = 1 mH, qual a frequéncia
de oscilacdo do circuito?

d)
no condensador)c, da energia armazenada ng
indutancia, U_, e da energia total do sistema,
U = Uc + U_. Esboce os seus gracos em
funcéo do tempo.

Exercicio 6.6 : Um circuitoRLC em queR =1 k

L =1 mHeC =1 F, encontra-se ligado a uma
fonte de tensédo sinusoidM (t) = Vpsen (!t ), sendo
Vo=5 V.

a) Escreva a equacdao diferencial que descreve a ¢
rente no circuito,i(t).

Sabendo que a solucdo da equacao diferencial enc
trada na alinea a) para o regime forcado (apés ter des
parecido o regime livre) é

[(t)= lgsen(it + )=
Vo
p sen(lt + )
R2+(IL 1=IC )?
comtg( )= =— =,

b) Determine as expressfes que descrewen(t),
v (1) eve(t).

c) Calcule a frequéncia angular da fonte, e a cor-
respondente frequéncid,, que tornam méaxima
amplitude da corrente no circuito, e calcule o se
valor. Escreva neste caso a expressdo da corre
no circuito.

d) Nas condi¢cdes da alinea anterior, determine &
expressdes da energia armazenada no conden
dor, Uc e da energia armazenada na indutancia
U, . Verique que a energia total armazenada nd
sistema é constante. Esboce os gra cosUde ,

U_ e da energia total.

Exercicio 6.7 : Um circuito que permite sintonizar um
receptor de radio € constituido por uma indutancia d
10 mH e por uma capacidade variavel. Qual o valg
da capacidade quando o circuito esta sintonizado pa
receber uma estacdo que emite dm4 MHz?

Exercicio 6.8 : Considere o circuito da gura em que
Ci=Cy,=1 FeR =100 . Inicialmente o inter-

Determine as expressfes da energia armazenada

pn-

nte

RS

L

B Exercicio 6.9 :

' tos com um nucleo de ferro comum, como mostrado

@ pna gura) encontra-se ligado a rede eléctrica mas no
seu circuito secundério ndo esté ligado qualquer equi-
pamento. O circuito primario do transformador consti-
tui um circuito RL (resisténcia interna R e indutancia
L do enrolamento) ligado a uma forBe_de tenséo al-

a) Calcule a carga e a energia inicial do condensador
Ci.

b) Apods se ter fechado o interruptor e se ter atingido
0 regime estacionario:

bl) Calcule a tensdo de cada condensador.

b2) Calcule a energia dissipada na resisténcia.

Considere agora 0 mesmo circuito mas sem resis-
téncia (utilizaram-se materiais supercondutores,
nao existem resisténcias de contacto, etc). Tendo
em conta os resultados da alinea b) e o facto de
ndo haver energia dissipada (ndo existe resistén-
cia), discuta qualitativamente o comportamento
do circuito quando se fecha o interruptor.

Um transformador (dois enrolamen-

ruptor encontra-se aberto, o condensadoy tem uma terna (v(t) = Vpsen(!t ))comVg= 2 230Ve
tensdo del0 V e o condensadoC, esta descarregado.l frequénciaf = 50 Hz.
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a)

b) Veri que que a corrente no circuito primario, no

c)

d)

e)

Exercicio 6.10 : Considere o circuito da gura em que
a fonte tem uma tensao d&0 V, a resisténcidR 1 = 10
k , aresisténciaR, = 1 e a induténciaL = 10
mH. O interruptor encontra-se fechado h& muito
tempo.

Escreva a equacdao diferencial que descreve a ¢
rente no circuito primario do transformador.

regime forcado, € descrita pela equacao

i(t)= iosen(!t )

com,ig = pﬁ e = atan = .
Sabendo que o nucleo de ferro tem uma secg
S =1 cn? e um raio médioa = 4 cm, que

o ferrotem =10°% , e que circuito primario
tem N = 200 espiras, calcule um valor aproxi-
mado para o coe ciente de autoinducéo do enrg
lamento do circuito primariol , baseado no raio
médio do nucleo.

Sabendo que a resisténcia interna do enrolamen
do circuito primario éR =0 ;1 , determine a
poténcia média dissipada na resisténcia. Con
pare com a poténcia que seria dissipada na res|
téncia no caso de nao haver indugdo magnétiq
no enrolamento do primario.

Existe forca electromotriz aos terminais do enrd
lamento do circuito secundario?

RO

a) Determine a for¢a electromotriz induzida na bo-
bine e as correntes eléctricag e | ,. Justi que
a sua resposta.

b) Num dado instante abre-se o interruptor.

bl) Escreva a equagéo diferencial que descreve
a tensdo na bobine. Marque no circuito as
direccBes da tensdo na bobine e da forca
electromotriz induzida na bobine.

b2) Qual sera a energia dissipada por efeito de
Joule nas resisténcias até a corrente que
percorre o circuito se anular?

F.Barado, L.F.Mendes
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6.2 Resolucoes

Exercicio 6.9

a) O circuito equivalente do primério do transformador é uiincaito RL com fonte pelo que a lei das malhas

nos da:
vV o= V+V—Ri+Ldi0 di+Ri—Vosen('t)
-ORTET dt a L L '
b)
di_ iglcos (It )
dt - 0- H
. R. Vo
iglcos (!t )+ flosen(!t ) = Tsen(!t )
Desenvolvendo,
sen(!t )= sen [(!t )+ )] = sen(!t )Jcos( )+ cos(!t
e igualando os termos esen (!t ) ecos('t ),
Ei sen (It ) = &sen('t Jeos( ) 0 —ig = Ecos( )
Lo L ' L° L
. Vo . Vo
iglcos (It ) = Tcos(!t )sen( ) 0 il = Tsen( )
Dividindo (6.2) por (6.1),
IL I

— = tan = —
- ()=)
Tendo em conta que,
R
= p:
cos( ) RZ+ I 22

e substituindo por exemplo em (6.1), vem:

R Vo R , Vo
—i0= —p————= = = P
Lo T PREerz ) e RZ+ 1202

)sen( )

(6.1)

(6.2)

c) Utilizando a lei de Ampére com um caminho fechado que é halide campo de raio médio criada pelo

enrolamento do circuito primario temos,

' . X NI
H d~= | = NI =) H= —

sendo | a corrente estaciondria no enrolamento utilizadeapsste calculo. O uxo do campo magnético sera

0 uxo através de uma espira vezes 0 nimero de espiras doanssito,
z

N 2]
= B ndS = BNS = S
2a
E o coe ciente de autoinducéo &,
N 2]
L= —= S=2
I 2a

[H]
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d)
V 2
P = R|2 =R ﬁé—sen(!t )
RZ2+ 122
Como o valor médio da funcasen (!t ) no tempo é1=2,
R V¢
= ———— =13
2R2+ 1212

mW Se ndo houvesse inducdo o circuito apresentaria umatéesia deO; 1 ligada a fonte e,

V2
P = —2sen?(it
= (')

1V§
P = —-— =530
2R
KW e o circuito ndo resistiria. Nota: Para além da dissipacdo na resisténcia, mesmo com ansgcio
desligado, existem ainda perdas devidas as correntes dgHeddult (ver, por exemplo, Popovic pag. 247) e
devidas a histerese (ver, por exemplo, Popovic pag. 282

e) Sim. Apesar de ndo haver corrente e, portanto, ndo existirnacleo de ferro um campo magnético criado
pelo enrolamento secundario, as linhas do campo magnétiama pelo priméario atravessam o circuito do
secundario induzindolhe uma forga electromotriz, ou sej@a tensdo aos seus termi nais.
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6.3 Solucoes

d _ Vv 2. " .
61 & gt Rt w 66 @) G+ L&+ o= fhleos (1t)
| | _
at re =0 b) vg(t)= Rlgsen(lt + )
dYnC + e = ;’Tf v ()= 'Ll ocos('t + )
dve 4 Y2 - ve ()= cos(it + )
b) q(t)= qo 1 e ®RC ¢) 1§ quando! ?2LC =1
i(t)= ige ®BRC I'= pi—=3;2 10°rads *
ve(t)= Vi 1 e BFRC f =5 KH\;
VR(t)= Vie ERC e =VTO=5 mA
c) U; = Cva i(t)= T"sen(!t )
d) Ur = tcvg2 d) Uc(t)= l%ngzcosi;(!t)
Uc = %cvfz UL(t)l: sLI gsen (!t )
U= 3L32
e) t=230 s
d 6.7 C=1;29 F
6.2 a) L+ 4-=0
)3}+RF -0 68 a Q=10 GCUc =5 J
da =~ RC ~
d\é[c + ;%: b.1) Vc1 = Vc2=5V
e 4 YR = b2) Ug =25 J
b) q(t)= qoe FRC c) O circuito card a oscilar com toda a energia em
i(t)= ipe FRC C1 ou em C2.
vc (t) = Vcoe R Wl = -
VR (t) = Vcoe BRC 610 a) 0;l1=1 mA;12=10 A
dv R1+R -n -
d) Ug = ZCV¢, b) T+ v =0 .
v tem a direccdo de cima para baixo na gura
6.3 a) %4. E‘—i = \f__f mas a forga electromotriz tem a direc¢do de baixo
dv R _ para cima.
@t v =0
d‘étR+E‘—vR=E‘—Vf c) Ugr =051
b) i(t)= ip 1 e RLt
vy (t)= Vie RELE
VR (t)= V¢ 1 e Rl
Ry . o
c) Us = 0 Vs iodt Li §
d) U. = 1L
Ur = o Viiodt 3Li3
fy t=23 s
di R: —
64 a) §+ L_|R_0
o RO
-t TVrR =0
b) i(t)= ige Rt
VL (1) = Rige Rt
VR (t) = Rige Rt
- Ly
d) Ur = ELIS
d’gq q _
6.5 a gzt ¢ =0
d?i 4 i =
d-v \ _
dt + %_
d
@t e =0
b) a(t) = gocos(!t )
i(t)= iosen(!t)
Ve (t) = Vcgocos(!t )
ve (t) = Vcocos(!t )
c) f =1;6KHz
2
d) Uc = %ch"cosz(!t )
UL = %:T()senz(!t )
- 190 - 1 2 — - 11i2
U= 3= 3CV& = Uc = 3lig
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Capitulo 7

Capitulo 7

EquacOes de Maxwell e ondas
electromagnéticas
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7.1 Exercicios Propostos

Exercicio 7.1 : Um condensador plano de placas cir
culares de rai@, em que as armaduras estdo separadas

por ar de uma distancia << a possui uma carga ini-
cial Qo e descarrega-se através de uma resistéfija
de acordo com a expressao:

Q(t) = Qoe

Considere que é vdlida a aproximacéo do condensa
de placas in nitas em todo o condensador.

Determine o campo eléctricdEr ) no ponto P.
b) Determine o campo magnéticd(p )no ponto P.

c) Determine o vector de PoyntingS) no ponto P

c) Determine o uxo do vector de Poynting através
da seccéo recta do cabo.

d) Calcule a poténcia dissipada por efeito de Joule
na resisténcia.

Exercicio 7.4 : Uma onda plana monocroméatica de
frequénciaf = 50 MHz viaja no vacuo na direc¢ao dos
for - .

zz, estando o campo magnétid® polarizado segundo

a direccdo xx com uma amplitud@ .

a) Qual o seu comprimento de onda?

b) Qual a direccdo de polarizagdo do campo eléc-
trico?

¢) Admita que usa uma espira condutora para detec-
tar o campo magnético da onda. Em que plano
deve ser colocada a espira para que a e ciéncia
de deteccdo seja maxima?

d) Se aespira, de diametro muito menor que o com-
primento de onda, tiver uma areA e uma resis-
ténciaR, qual a amplitude da corrente induzida?

Exercicio 7.5 : Uma onda electromagnética plana, mo-

e o0 uxo do vector de Poynting que atravessa & nocromatica e sinusoisal propaga-se no vacuo segundo

superficie lateral do condensador.

d) Como se relaciona aquele uxo do vector de Poy

ting com a poténcia fornecida pelo condensadq

a resisténcia?

Exercicio 7.2 : Um condutor de comprimento, sec¢céo
circular de raioa e condutividade . esta ligado a uma
fonte de tensao V.

a) Determine o vector de Poyntingy), junto a su-
perficie do condutor, no seu exterior.

b) Determine o uxo do vector de Poynting atra-

vés da superficie do condutor e compare-o co

a poténcia dissipada no condutor por efeito d
Joule.

Exercicio 7.3 :
raiosa eb, liga uma fonte de tenséo V a uma resisténc
R.

a) Determine os campos eléctrico e magnético n

regido entre os condutores.

b) Determine a magnitude e direccdo do vector d

Poynting.

m_

Um cabo coaxial com condutores dg

0 eixo dos zz e tem um comprimento de onda= 500

nm. O seu campo eléctrico encontra-se polarizado se-
. gundo o0 eixo xx. A amplitude do campo eléctricalé
V.m 1.

a) Escreva a expressdo do campo eléctrico segundo
as coordenadas x, y e z.

b) Calcule o campo magnético.
c) Calcule o vector de Poynting.

d) Colocaram-se 3 espiras quadradas de ladat
nos planos xy, xz e yz, como indica a gura.
Calcule a forca electromotriz induzida devido ao
campo eléctrico nas trés espiras no instante em
gue 0 campo € maximo em = zj.

D

z1

/4

Exercicio 7.6 : Uma onda electromagnética plana de
e frequéncia desconhecida e polarizada linearmente, prapag
se no sentido positivo do eixo xx. Para determinar a
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sua frequéncia realizou-se a montagem experimental
dicada na gura. Por tentativa e erro, concluiu-se qué
a forca electromotriz induzida nas espiras A, Be C e

1)

a
a-

maxima quando estas estavam paralelas ao plano xy. F

zendo variar a distancia entre as espiras A e B, veri co
se que a forca electromotriz induzida no circuito a qu
pertencem era nula quando a distancia &a0 m. Ao
mesmo tempo, mediu-se na espira C, cuja coordena
em x € idéntica a da espira A, uma forca electromotr
maxima, que oscilava entrgl; 4 nV e 31;4 nV.

a) Calcule a frequéncia da onda electromagnética

b) Sabendo que a area da espira ©;01 m? e ad-
mitindo que as espiras sdo su cientemente estre
tas para se poder considerar o campo uniforni
no seu interior, obtenha a expressdo do camg
magnético,B .

Sugestdo: comece por calcular a forca electr
motriz induzida no circuito da espira C.

Obtenha a express@o do campo eléctrid®)(

d) Calcule o valor médio da poténcia transportad

0; 05 m? e é paralela ao plano yz.

Exercicio 7.7 : Se a velocidade da luz fosse in nita €
0 campo eléctrico fosse caracterizado pela mesma co
tante, (1=4 " o), qual seria o valor do campo magné
tico? Existiriam imanes? E disquetes ou compact as
drives?

Exercicio 7.8 : Uma onda plana monocromatica de
frequénciaf = 1 GHz propaga-se ho vacuo e é descrif]
pelo seguinte campo eléctrico:

E = Extux+ Eyty
Ex = Egcos(!t zZ)
Ey = Egsen(lt z)

Determine, para esta onda:

D

;]
pela onda através da espira D, que tem a area gle

a) o comprimento de onda e o periodo;
b) a direccdo de propagacéao;

c) a polarizacdo da onda;

d) o campo magnético;

e) a densidade de energia transportada;

f) o vector de Poynting.

Exercicio 7.9 : O campo magnético de uma onda elec-
tromagnética plana que se propaga num meio com per-
meabilidade magnética, € dada por:

Bx = 7:5 10 %sen(7;5 10°t 3 10 2y)[T]
By = 0[T]
B, = 7;5 10 %sen(7;5 10°t 3 10 2y)([T]

a) Calcule a velocidade de propagacéo da onda.

b) Qual a permitividade e o indice de refraccdo do
meio?

¢) Qual a direccao de propagacdo da onda?

d) Descreva o estado de polarizacdo da onda.

€ Exercicio 7.10 : Uma onda electromagnética plana
0 propaga-se num meio ndo condutor com permeabilidade
magnética . O seu campo eléctrico é dado por:

2

E 0:;5cos 6;5 10

0;5

10t 3:1
|

p§y 0;5z ty [Vim 1]

a) Qual a direccéo de propagacédo da onda?
b) Qual o indice de refrac¢do do meio?

c) Determine o campo magnético da ondg,.

nS-

d) Qual a polariza¢do da onda?

e) Determine o vector de Poynting e a intensidade
da onda.

A Exercicio 7.11 : Uma fonte de radiacédo electromagné-

tica radia isotropicamente (todas as direc¢des sao equi-
valentes) com uma poténcia média d&00 W.

a) Determine a intensidade de radiacdo a distancia
de 10 metros.

b) Qual o valor médio da densidade de energia trans-
portada pela onda?

c) Relacione os campos eléctrico e magnético exis-
tentes a essa distdncia com a densidade de ener-
gia transportada pela onda.

F.Barado, L.F.Mendes Electromagnetismo

e Optica (MEEC-IST) 111



Capitulo 7

Exercicio 7.12 : Uma onda electromagnética plana €

monocromatica propaga-se no ar e incide com um ap-

gulo de 60 numa placa de cristal de areA = 2

m?, sendo a placa totalmente iluminada pela onda. A

densidade naedii da poténcia transportada pela ondg
| =10 * —‘; W.m 2 e o seu campo eléctrico

descrito por:

E = Extx+ Ezt;
E« Eocos(!t ky)
E, Eosen(!t ky)

a) Qual a polarizacéo da onda?

b) Quais as equacdes que descrevem o0 seu can
magnéticoB ?

c) Qual o valor deEy?

d) Sabendo que 50% da poténcia transportada pela
onda atravessa a placa, qual a energia que a atra-

vessou ao m de 1 hora?

Exercicio 7.13 : Um feixe de ondas electromagnética

de frequéncid propaga-se no ar ao longo do eixo dos

xx . O seu campo eléctrico tem uma amplitude, e

U7

[0]0)

e) Determine o valor dét g, sabendo que a intensi-
dade daondaédeé = hjSji = "pc W=m?2 .

f) Determine o campo magnéticd® da onda (di-
reccao e amplitude).

Exercicio 7.15 : Uma onda electromagnética plana in-
cide numa interface ar-a4gua que separa estes dois meios
dieléctricos de permitividades eléctricas relatiVds =

1 e 24 =81 . Determine:

a) os indices de refraccdo dos meios dieléctricos.

b) a velocidade de propagacdo nos meios dieléctri-
cos.

c) o angulo de Brewster (g ) e o angulo de refrac-
¢ao correspondente.

d) os coe cientes de re exdo e transmissdo, para
i = B, para 0 caso em que a onda possui
polarizagéo paralela ao plano de incidéncia.

e) o0s coe cientes de re ex8o e transmissdo, para
i = B, para 0 caso em que a onda possui
polarizagcdo perpendicular ao plano de incidéncia.

f) a transmiténcia (T) para ambos os casos (para-
lela e perpendicular) de polarizacdo da onda.

encontra-se polarizado linearmente fazendo um &angylo
de 45 graus com o eixo dog/ . Este feixe & detect:ildo Eqgs de Fresnel:
por um fotomultiplicador cuja e ciéncia de deteccao 6
de 20%. (paralelo ao plano de incidéncia)
5 4 Er  — n2c0s i nacos ¢
a) Escreva as equacdes que descrevem o campo eléc- Ei N,COS i+ N1C0S ¢
trico do feixe.
E_T - 2N 1C0S
E, I N,C0S j+ N1COS ¢

b) Escreva as equacdes que descrevem o campo nmag-

nético do feixe.

c) Sabendo que a intensidade de radiacdo detectafa

¢ de 200 mW.m?2, determine a intensidade de
radiacdo emitida pela fonte e calcule a amplitud
do campo eléctricoEg.

Exercicio 7.14 : Uma onda electromagnética plana

D

(perpendicular ao plano de incidéncia)

Er — N1CO0S | N2COS
E, s Ni1COS j+ N2C0S ¢
Et — 2N 1COS

E, ) Nn1COS j+ N2C0S ¢

monocromatica e sinusoisal propaga-se no vacuo e pps-

sui um campo eléctrico dado pela expressao:

E =Egcos(!t +2x 2y + z)
AT & T y=m]
aZz+2
a) Determine o vector de ondas e o seu moédulo.
b) Calcule o comprimento de onda,.
c) Calcule a frequéncia angular da onda,

d) Determine a constanta existente na expressag
do campo eléctrico.
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7.2 Resolucoes
Exercicio 7.1

a) Sendoa >> d pode-se considerar a aproximacdo do condensador de placaisas, ou seja, pode-se
considerar o campo eléctrico uniforme dentro do condensadté a sua superficie lateral. Podemos de seguida
usar a lei de Gauss para calcular o campo dentro do condensestmrrendo a uma superficie cilindrica de
raio a comtampasdentro e fora do condensador. A tampa de fora ndo tera uxogii= 0 e as superficies
laterais do cilindro também néo tera uxo po& ? n. Ficamos entdo com,

|
E ndS = Q,,'”t 0 "oEa ?=Q(t)=) E = ..Q(t)z
0 oda

Considerando como positiva a placa da esquerda e a direggdmomo da placa da esquerda para a placa da
direita: t
_ Qoe ~

E
"Oa2

z

b) Dentro do condensador ndo h4 corrente eléctrica mas héete de deslocamento. Como as linhas de campo
magnético sdo circunferéncia em trono do eixo zz (centrads mixos das placas do condensador), vamos
aplicar a lei de Ampére escolhendo como caminho uma linhaagkepo que passe no ponto P. Para sentido
de circulagdo vamos escolher o que nos d4 a normal com a dvedgE :

I z

d d
B d™= ¢"o— E ndS B2a = ,"g— Ea ?
070 0 070
d t d
:) B = _O"Oa_ Q() = O_Q
2 dt "qoEa 2 2a dt
5 = o Qo€
2a
c)
B B
S=FE H=FE —=E—(t)
0 0

sendod, a direcc¢do radial em relacéo ao eixo das placas do condensado

¢ 2

T t

Qoe © yi- e Qoe
= " 2 (Ur) = 2,30
oa 0 2 “a3"y

S

O uxo através da superficie que envolve o condensador ssieeRia sua superficie lateral, j& que o vector de
Poynting é radial. Deste modo, e notando que o valor de S é &ome nessa superficie:

Z r 2 r 2 r 2
S ndS Qoe A Qoe 2 ad Qoe d
= R = = al e —
S 2 2a3..0 2 2a3u0 a 2.-0

d) O resultado da alinea anterior diz-nos que existe uma poi@ a sair do condensador (uxo positivo). Isto
acontece porque um condensador a descarregar fornece piat@o circuito a que esta ligado.

A poténcia fornecida pelo condensador ao circuRo= V |, depende da tenséo aos terminais do condensador

V = Ed e da corrente eléctrica devido a diminuicdo da carga nas dumes do condensadot, = %—?.
Q 2
d e~ d . o€
P = VI = Ed _Q = Qoi d — Qoe T = — d= s
dt "oEa 2 dt a 2",

Exercicio 7.4
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w

8
10 =6

— C —
a) - f T 5 107 T

m
b) R = &g dp | tH, = B Hx =) He =ty

c) A deteccdo do campo magnético da onda faz-se através deeot® induzida na espira. Para que o uxo do
campo magnético seja maximo, o plano da espira deve ser pdipdar ao campo, ou seja, deve estar em yz.

d) Sendo a espira muito pequena em relagdo ao comprimentondia ¢6 m) podemos considerar a amplitude do
campo, em cada instante, constante no plano da espira. Assendo o campo magnétic& = B cos(!t

kz)tyx, vem:
z
"= i B ndS = i(BA)= Ad—Bz AIB o ( sen(!t kz))
dt dt dt
- mx _ AB o
R R

Exercicio 7.6

a) Do enunciado depreende-se gae2 = 3 m pois assim 0 campo estd em oposicdo de fase nas espiras A e B
e" =0 . Donde:

= = 107 Hz

b) Do enunciado sabe-se que na espira C a forca electromittiuzida €' =31 ;4 10 ®sen(!t + ).
T d
dt
_ 31,4 10 °
]

- )= 5410 cos(t + )=10 cos(t + )

= B ndS = BA , uma vez que esta forca electromotriz € maxima e portanto mpa € perpendicular
a superficie da espira.
B=4=10 ™cos(!t + ) [T]
Podemos entdo concluir ques = B cos cos(!t K =+ )ug, com:
Bp=10 ¥ T
R = kx, pois a onda progaga-se segundo Xxx.
ttg = t, pois, como ja se referiu, a forca electromotriz € maximampgmo campo € perpendicular a espira,
gue esta no plano xy.

cos(!t +

C) tix = g g =) tg = ¢y, eE = cB, pelo que:
E =cBocos(t K #+ )#y=3 10 Ccos(t K &+ )u, V.m !

d)
b E . _ B E?2
| = S " =hSby tyi=hEHi= E— = —
0 Co
9 10 12 D E 9 107
= cos?(t R £+ ) = ————=1:;25 10 * wm 2

3 108 4 10 7
1:25 10 * 5 10 2=6;25 10 * w

2 360

<P >
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7.3

7.2

7.3

7.5

7.7
7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

Solucbes

a)
b)
a)
b)
c)
d)

a)

b)
c)
d)

a)
b)
c)
d)
e)
f)
a)
b)
c)
d)

a)
b)

<)

d)

e)

a)
b)
c)
a

b)

Rl

<)

d)

_ v 2
S = Z\ZaU’r

- v?2a 2 _v?

s= — = &

= __V  4.:B= 0oL
E= mpayttr:B = 7o

_ Vi
S = 3r 2 by U2

s = Vi

= VI

=10 Scos(!t kz)ux V.m 1

p
E
1 =12 1014 radss 1
k=4 106 rad.m !
B
S

=3;3 10 Bcos(!t kz)uy T

=2;6 10 5 cos?(!t kz)e, W.m 2
yz :"=0;xz :"=0;125 pV;xy :" =0.
=0

=0;3m;T =10 9s.
bk = btz
polarizacéo circular direita ( )
B = 1(Extry Eytix)
u="oEZ

q —

S = —%Eguz
v =0 ;83c
"=1;44"9o;n =1 ;2.
by

polarizacao linear no plano xz, fazendo um angulo
de 45 com o0 eixo xx.
P =
- _3 1
Bk = by 3Yz
n=1;43

Bx =0

(o8]
<
1

%pcos(!t R r)[T]

05 S cos(it R K [T]

q?
= —00;52 cos?(t R F)ug W/m?
q — 1
|l <S>= —0;525 W/m?
0

_ 10 2

I = 4—W.m
_ 10 7 3

Ut >= 55— Jm
<E 2>z U1>
circular esquerda
B = %(Ezux Exttz)
Eo=10 2V.m !

q —
Energia =180 —% mJ
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Capitulo 8

Capitulo 8
Optica

8.1 Introducéo
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Capitulo 8

8.2 Exercicios Propostos

Exercicio 8.1 : Uma onda electromagnética monocro
matica de frequéncid = 10 ** Hz propaga-se no ar e
entra num material com um indice de refracclo= 2 .

a) Qual a velocidade de propagacédo da onda no ma-

terial?
b) Qual a frequéncia da onda no material?
c) Qual o comprimento de onda no material?

Exercicio 8.2 : Um raio de luz monocromatico incide
com um angulo de80 numa das faces de uma placa
de vidro com indice de refraccdo = 1 ;5 (para esse
comprimento de onda).

a) Qual o angulo da onda transmitida através d

a) Determine a velocidade da luz na 4gua e escreva
uma expresséo para o campo eléctrico associado
a componente da luz com = 500 nm da onda
que se propaga na direccao do porRg. Consi-
dere que a amplitude do campo eléctricdEg.

b) Determine as direc¢des de propagacéo da luz trans-
mitida para o ar dos raios luz que incidem na

superficie da agua nas posicdes e P».

Qual o angulo de incidéncia maximo que a luz
proveniente do peixe pode ter para que possa ser
observada pelo pescador?

b Exercicio 8.6 : Uma onda electromagnética plana mo-

vidro? (faga um esquema) nocromaética e polarizada circularmente desloca-se no ar

b) O que se alterava se em vez de vidro a luz atraves-€ incide segundo um dado angulo de incidénciaso-
sasse uma placa diamante de indice de refracgfiobre a superficie plana de um dieléctrict, (= 2,7 e
2: 47 r =1 ). Determine o &ngulo de incidéncia para o qual
a onda re ectida esta polarizada linear mente.

Exercicio 7 :|Um avido de estudos oceanogra cos pre-

tende medir o comprimento de onda das ondas do mar
enviando um feixe de radar de frequéncia variavel e ve-
ri cando em que condi¢cfes se obtém maximos de inter-

Exercicio 8.3 : Um raio de sol (luz branca) incide sobrg
uma janela de vidro dd mm com um angulo del5 .
Sabendo que o indice de refraccdo do vidro para a gor
vermelha é del; 5885 e para a cor azul é d&; 5982,

(%)

determine a separacdo espacial das duas cores apd
raio atravessar o vidro.

Exercicio 8.4 : Uma onda electromagnética plana mo
nocromatica propaga-se dentro de um material caracte
rizado por*, =1;5e

r =

a) Veri gue em que condic¢des de incidéncia da onda
na superficie de separacdo do material com o gar
ndo existe onda propagada no ar.

b) O fendomeno descrito em a) (re exao total) poder
se ia veri car se a onda incidisse na superficie ge
separacdo dos meios mas propagando-se no af?

Exercicio 8.5 : Um pescador procura observar na agug
(ngua >> 1;5)um peixe, sendo este visivel caso a lyz
nele re ectida atinja os olhos do pescador. Considefe
gue a luz proveniente do ponto P de um peixe (iméve])

esta linearmente polarizada, com 0 seu campo eléctrico

no plano xy (ver gura).

eréncia.

a) Qual o angulo de incidéncia do feixe sobre a su-
perficie da agua para que o feixe re ectido volte
ao ponto de partida? (De outra forma, como
poderia o avido detectar o feixe re ectido?!)

b) Calcule, em funcdo do comprimento de onda das
ondas do mar, ma , € do &ngulo que o feixe

faz nas condicdes da alinea a) com a vertical do
lugar, , os comprimentos de onda da radiagcéo
do feixe que produzem maximos de interferéncia

no receptor do avido.
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c) Designando por n o indice de refraccdo da &gt
do mar, qual o comprimento de onda do feixé
emitido pelo avido que é transmitido para a agua|
Qual o desvio angular desse feixe na passagem
ar para a agua?

Exercicio 8.8 : Duas fendas sé&o iluminadas por um
lampada de sédio Itrada ( = 589 nm). Num alvo a
1 m de distancia formam-se riscas que na zona cent
do alvo estdo distanciadas de cm. Qual a distancia
entre as fendas?

Exercicio 8.9 : Uma rede de difraccdo com 6000 li
nhas por centimetro é iluminada por luz verde de con
primento de onda =500 nm.

a) Quantas riscas poderéo ser vistas num alvo?

b) Qual a posicdo angular dessas riscas?

Exercicio 8.10 : Uma rede de difraccdo com 4000 linha|

por centimetro é iluminada com luz branca que contém

comprimentos de onda que vao desde o violeta, =
400 nm, ao vermelho, , = 700 nm.

a) Quais as separacdes angulares dos espectros
12, 22 e 3 ordem? Faga um esquema.

b) Que conclui quanto a visibilidade desses espe
tros?

Exercicio 8.11 : A luz do Sodio é composta por ra-
diacdo que contém dois comprimentos de onda mui
proximos: 1 =589 ;59 nme , =589 ;00 nm.

a) Que numero minimo de linhas de uma rede d
difraccdo deverd ser iluminado para se conseg
separar as duas riscas de primeira ordem (critér
de Rayleigh)?

b) Este nimero de riscas iluminadas separava tan

bém as riscas de®2ordem?

Como variava o0 espectro de riscas da luz do S
dio se se utilizasse uma rede de difraccdo cq
0 mesmo numero de riscas iluminadas mas ma
proximas entre si?

d) Como variava o espectro de riscas da luz do S6g
se se utilizasse uma rede de difraccdo com
riscas a mesma distancia entre si mas com mg

riscas iluminadas?

Exercicio 8.12 : A luz emitida por uma lampada de alto
rendimento tem dois comprimentos de onda proximas
e 2. Ao passar por uma rede de difraccdo formam-4

al;1 cm do centro de um alvo. Considerando a aproxi-
macao dos pequenos angulssn e cos 1),

? determine:

do

vy

a) arazédo entre os comprimentos de ondae ».

b) o nimero minimo de fendas iluminadas para que
as duas riscas parecam separadas (critério de Ray-
leigh)?

al

Exercicio 13 :| Numa sala a escuras foi possivel ob-

servar a gura de difraccdo, resultante da luz vermelha
de um ponteiro de laser que entrava por uma frincha
de 6;3 m de largura (invisivel a olho nu), projectada
N- numa parede @ m de distancia da frincha. A largura
da mancha luminosa central na parede@ cm.

a) Qual a frequéncia da luz do laser?

b) Se em vez de passar pela frincha a luz passasse
por uma dupla fenda com aberturas distanciadas
de 6;3 m, a gura de interferéncia seria igual
ou diferente da observada na parede? Justi que.

5
c) Se, ao entrar na sala, alguém acendesse duas lam-
padas que, por absurdo, estivessem distanciadas
de6;3 m, haveria gura de interferéncia (zonas

de claras e escuras na sala)? Justi que.

C-
Exercicio 8.14 : Uma fenda con400 nm de largura é

iluminada com luz monocromatica d&00 nm de com-
primento de onda. O padrdo resultante da difracgéo €
projectado num alvo.

(o} - o -
a) Qual a posi¢do angular do primeiro minimo de

difraccdo? Qual a largura angular do maximo

2
e central?

ir
o]

b) Repita a alinea anterior para o caso de a abertura
ter 4000 nm.

n- . .
Exercicio 8.15 : Um cabelo humano é iluminado com

uma luz monocromatica de comprimento de onda=

0- 500 nm. Num alvo situado a 2 m obtém-se o primeiro
M minimo do padrédo de interferéncia2acm do seu centro.
lis Qual a espessura do cabelo?

io Exercicio 8.16 : A difracc¢éo limita a nitidez das ima-

hs gens formadas nos instrumentos opticos e na retina hu-

is mana. Sabendo que o diametro médio da retina do olho
durante o dia €2; 5 mm, determine:

a) a largura angular da imagem de um ponto que
emita com a cor laranja ( = 600 nm).

b) a separacao minima entre dois pontos situados a

e 10 m do observador para que este possa obter

duas riscas de primeira ordenm(= 1)a l cme a

duas imagens distintas (critério de Rayleigh).
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Exercicio 8.17 : A distancia entre planos atomicos
adjacentes na CalciteGaCO 3 cristalizado) éd =

3 10%° m. Se um feixe de raios X de comprimento d
onda igual a0; 3  10'° m incidir sobre o cristal, qual

4%

0 angulo minimo de incidéncia em relagdo aos planos [do

cristal para o qual existe interferéncia construtiva?

Exercicio 8.18 : Uma mancha de 6leo no chdo da rua
tem uma espessurd = 0;5 m. Qual o &ngulo mi-
nimo entre um transeunte e a luz solar para que esfe
veja uma mancha verde (= 500 nm)?
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8.3 Exercicios Resolvidos

‘ Resolucao do exercicio 8.7!

a) O feixe tem que incidir perpendicularmente a superficie ajua para que volte para trds com a mesma
direccéo, para o avido que o enviou.

b) Para existir interferéncia construtiva entre o feixe eetido em duas ondas, a diferenga de percurso tem que ser
um multiplo inteiro de comprimentos de onda. Convém notamtz&m que as condicfes de perpendicularidade
entre o feixe e a superficie da agua se repetem a cada commidniez onda do mar. Assim, a diferenca de

percurso é duas vezes a distancia d marcada na gura, ou €jgar SEN = m =) = 2%sen
O _ v _ ¢ _
) =fr¥aTa

O angulo de transmisséo é calculavel a partir da lei de Sesit2artes. Como neste caso a incidéncia € normal,
a transmissao também o €, ou seja, ndo ha qualquer desviolangu

Figura 136.1

‘ Resolucdo do exercicio 8.13!

a) Se a largura da mancha central é 20 cm, a posicao dos primeitinimos de difraccdo é 10 cm para cada
lado do centro. A posicao angular do primeiro minimo é entéttgg0,1), que € um angulo su cientemente
pequeno para se poder fazer a aproximacéo

= asen mn =6:3 10 & 0:;1=630nm

=c=) f= g0 =4;76 10 Hz

b) A expresséo da posicéo angular dos minimos da gura dediio € igual a da posicdo angular dos maximos
da gura de interferéncia pelo que a guras séo diferentegpieaar da posigdo do maximo central ser igual, a
sua largura ndo o é e todos os minimos da difraccdo vao cairemeh os maximos da interferéncia.

c) N&o pois as duas lampadas ndo séo coerentes: a sua fasealasatoriamente e independentemente uma da
outra.
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8.4

8.1

8.2

8.3
8.4

8.5

8.6
8.8
8.9

8.10

8.11

8.12

8.14

8.15
8.16

8.17
8.18

Solucbes

a) 1;5 108 ms !
b) 1014 Hz

c) =1:;5 m

a) 30

b) Safa com o mesmo angulo mas mais perto do
ponto de incidéncia.

d=14 ;8 m
a) =547
b) nédo

a) E = Eﬁux + Eytty
Ex = —>Eocos 8 10%¢
4 10%(ix+ SRy
Ey = 2Eocos 8 1014t
p —
4 108(ix + S3y)
b) Rar; = by
Far, =0 ;75tx +0 66ty
C) max =418

58;7
d=58;9 m
a) 7 riscas.
by =0; = 17 ; = 37 ,; = 64 ;
agm=1; 1=9 ; 2=16 ;
m=2,; i=19 ; 2=34;
m = ;i=29 ; g=57 ;

b) Os espectros de 2e 3 ordem estdo sobrepostos.
a) 1000

b) Sim, pois bastam 500 riscas iluminadas para sepa-
rar.

c) Obtinham-se riscas mais separadas.

d) Obtinham-se riscas mais nas.

a) —i:l;l

b) N =10

a) =90 . Todo o alvo esta iluminado: =
180

b) =5,7; =1;5

50 m

a) =495

b) 2;4 mm
=2;9
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